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EERSTE HOOFDSTUK.

Historisch overzicht tot 1906.

Aan de eigenaardige beweging, die kleine in vloeistoffen
of gassen zwevende deeltjes vertonen, is de naam ver-
bonden van de Engelsche plantkundige Robert Brown,
die er bet eerst een bizondere studie van maaktel). Hij
begon met het onderzoek van stuifmeel van verschillende
planten Wordt dit in water gebracht, dan laten de korrels
ervan een groot aantal kleine deeltjes ontsnappen, die in
voortdurende beweging verkeren, een verschijnsel dat ook
reeds door vroegere onderzoekers was waargenomen 2. De
eerste indruk, die het krioelen der deeltjes maakte, moest
er wel een zijn van ,leven”. Dat dit echter een onjuiste
opvatting was, vond Brown al spoedig, daar niet slechts
deeltjes in het stuifmeel van levende planten, maar ook in
dat van planten, welke een eeuw of langer in een herba-
rium bewaard waren, de beweging vertoonden. Niet alleen
bij stuifmeel nam Brown het verschijnsel waar, ook bij
andere fijne, van planten afkomstige deeltjes, bv. bij sporen
van mossen. In die tijd waren vele natuuronderzoekers de
mening toegedaan, dat alle organische stoffen uit één

D) Men vindt een vertaling van Brow n’s verhandeling in Ann. d.
Phys. n. Chemie, 14 (1828), p. 294.

2 O.a. door Needham (Nouvelles observations microscopiga.es,
Paris, 1750) en von Q-lelchen (Das Neneste aus dem Reiche der
Pflanzen oder mikroskopische Untersuchungen und Beobachtnngen
n.s.w., 1764, p. 30).
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soort molekulen waren opgebouwd en het kan ons dus niet
bevreemden, dat Brown in de krioelende deeltjes deze
»oermolekulen” van alle organische stoffen meende te zien.
Dat hij de beweging aantrof bij zeer verschillende plant-
aardige stoffen, zoals bij steenkool en bij roet uit de Lon-
densche fabrieksschoorstenen, bevestigde hem natuurlik in
zijne opvatting. Bij het onderzoek van versteend hout zag
hij echter zoveel bewegende deeltjes, dat het hem toescheen
of alle materie, niet slechts de organische, uit de z.g. ,,0er-
molekulen” opgebouwd was. Om dit na te gaan onderzocht
hij ook minerale stoffen en zelfs stoffen van de meest uit-
eenlopende aard en ?herkomst, van gewoon glas tot het
graniet van een Egyptische sphinx. Alle vertoonden zij bij
genoegzaam fijne verdeling de beweging en Brown
kwam zo tot de' mening, dat alle materie uit ,,0ermole-
kulen” opgebouwd was. Over de oorzaken van de beweging
laat hij zich echter, ten minste in zijn eerste stuk, niet
uit. Evenmin deed dit Brongniart *, die onafhankelik
van Brown de bewegingen bij stuifmeel onderzocht had,
en zich haastte Brown’s proeven met minerale zelfstandig-
heden te herhalen. Hij zag ook hier het verschijnsel, maar
laat zich met zekere twijfel uit over de vraag, of bij
levende en zich vervormende deeltjes niet nog andere
oorzaken in het spel zijn dan bij anorganische, een twijfel
die ook nu nog wel gerechtvaardigd zal zijn.
Muncke? onderwierp het verschijnsel van Brown
aan een nader onderzoek. Zo nam hij waar, dat de beweging
in amandelolie nauweliks waar te nemen was en in alkohol
zeer snel plaats had. Hij geeft ook zijn mening over de
vermoedelike oorzaak van de beweging, die hij voor zuiver
mechanisch houdt en meent te moeten zoeken in stromende
bewegingen door ongelijke temperatuur van de sterk ver-

i) Annales des sciences naturelles, 12 (1827), p. 14 (in het bizonder
de noten op p. 44, 47); 15 (1828), p. 381 (in het bizonder de Note
additionnelle, p. 393).

* Ann. d. Phys. n. Chemie, 17 (1829), p. 169.
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lichte vloeistof en door ongelijkmatige verdamping ervan
veroorzaakt.

Een geruime tijd bleef het verschijnsel buiten de aandacht
der physici. Eerst in 1858 werd het door Regnauld
onderzocht®. Hij werkte met bolletjes met een middellijn
van 0,25 /& Als grootste uitwijkingen nam hij waar 2,5 .
Verder merkte hij op, dat de beweging duidelik verzwakte»
wanneer men een deel van het licht absorbeerde eer het
op de suspensie viel. Hierdoor kwam hij er toe zich de oor-
zaak van de beweging als volgt te denken. De deeltjes absor-
beren de stralende warmte van de lichtbron, en delen deze
weer door geleiding aan de omringende vloeistof mee, waar-
door in deze kleine stroompjes ontstaan, die hen meeslepen.

Vijf jaar later publiceerde Ohr. Wiener2 een vrij
volledig onderzoek, dat .ons door de juistheid van de uit-
komsten treft. Hij vindt in de eerste plaats, dat de be-
weging der gesuspendeerde deeltjes niet die is, welke
door het plaatsen van de vloeistof onder het dekglaasje
wordt teweeggebracht. Verder leert zijn onderzoek, dat de
beweging niet kan veroorzaakt worden door afwisselende
aantrekkingen en afstotingen van de deeltjes onderling,
door temperatuurverschillen, door verdamping. Hij zoekt
daarom de oorzaak in het inwendige van de vloeistof,
maar hoewel hij deze een molekulaire struktuur toekent,
denkt hij in het bizonder aan de krachten, welke een
deeltje ondervindt van zeer kleine stromingen in de vloei-
stof. Toch wordt het verschijnsel van de Brow n’sche
beweging door hem behandeld in verband met zijne
beschouwingen over de molekulaire bouw der vloeistoffen.
Het zou hier te ver voeren nader daarop in te gaan.
Slechts moet vermeld worden, dat hij zich voorstelt, dat
de genoemde kleine vloeistofstromingen een doorsnee heb-
ben, ongeveer half zo groot als die van een gesuspen-

*) Journ. d. Pharm., (3) 34 (18681, p. 141.
4 Ann. d. Phys. n. Chemie, 118 (1863), p. 79.
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deerd deeltje, dat juist even te groot is om de beweging
te vertonen. Daarbij wijst hij er op, dat deze afmeting
vrijwel overeenkomt met de golflengte van warmtestralen
in water.

In 1865vonden Cantoni en Oehll), dat de Brow n’sche
beweging van organische bolletjes, gesuspendeerd in een
dunne laag vloeistof tussen mikroskoopglaasjes, langer dan
een jaar kan duren. Hieruit besluiten de schrijvers, dat de
beweging niet door imbibitie of oplossing veroorzaakt kan
worden.

In 1866 vinden we een stuk van Schulze?. Deze
merkt het verband op, dat bestaat tussen het gesuspendeerd
blijven van deeltjes en de snelheid van de beweging, welke
zij uitvoeren. Immers hoe kleiner de deeltjes zijn, des te
langer blijven zij gesuspendeerd en des te sneller is hunne
beweging.

Nu verschijnen binnen korte tijd verscheidene verhande-
lingen over de Brow n’sche beweging.

Zo volgt in 1867 een artikel van Sigmund Exner3.

Deze houdt evenals Muncke en Wiener kleine
vloeistofstromingen voor de oorzaak van de beweging. Hij
vond dat deze het snelst was bij de Kkleinste deeltjes en
toenam door licht- en warmtestraling 45 Het verband tussen
het gesuspendeerd zijn en de snelheid der beweging vond
hij ook. Koude en duisternis deden deze snelheid afnemen
en verkortten de tijd, gedurende welke de deeltjes gesus-
pendeerd bleven.

In hetzelfde jaar publiceert Cantoni 6 een stuk,
waarin hij als oorzaak van de beweging beschouwt het

*) Nuovo Cim., 1866.

s) Ann, d. Phys. t1.Chemie, 129 (1866), p. 366.

*) Wiener Sitz. Ber. 20 Abt., 66 (1867), p. 116.

4 Tenminste bij meende zuivere lichtstralen onderzocht te hebben
door van een lichtbundel door een aluinoplossing de warmtestralen
te absorberen.

¢) Nuovo Cim., 27 (1867), p. 156. Zie ook: Rendiconti Beale Istit.

Lombardo, (2) 22 (.1889), p. 162.
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verschil in warmtebeweging van de molekulen van de
vloeistof en van die van de deeltjes. Zijn redenering is in
het kort de volgende:

Voor gelijke temperatuursveranderingen van verschillende
lichamen moet men hebben

misK 2= m2S(V)
of 5wjd :5(vZ2) = m2:mi,
wanneer vi, v2, mi, m2 de molekulaire snelheden en de
molekulaire gewichten van twee verschillende -stoffen voor-
stellen en met 8§ een verandering is aangegeven. Volgens
de wet van Dulong en Petit heeft men

aml= ¢2m2,

als  en c2 de beide soortelike warmten zijn.

Zo vindt men, dat de veranderingen van de vierkanten
der molekulaire snelheden van verschillende stoffen bij
eenzelfde temperatuursverhoging evenredig zijn met hunne
soortelike warmten. Hierom kan men ook wel als oorzaak
van de Brow n’sche beweging noemen het verschil tussen
de soortelike warmten van de gesuspendeerde deeltjes en
de vloeistof. Voor deze opvatting vond Cantoni steun
in zijn waarnemingen. Hij vond nl., dat gesuspendeerd
zilver een heftigere beweging uitvoerde dan koper en “dit
een heftigere dan ijzer, wat er mee overeenkwam, dat zilver
een Kleinere soortelike warmte heeft dan koper en dit
weer een kleinere dan ijzer. Ook het onderzoek van andere
stoffen leverde dezelfde resultaten. Ook merkte hij op, dat
in alkohol, dat een veel kleinere soortelike warmte heeft
dan water, de bewegingen minder sterk optraden dan in
water. Ook de door E xner waargenomen toename der
beweging bij temperatuursverhoging beschouwt 0 antoni
als een bewijs voor de juistheid van zijn mening. Immers
nemen de soortelike warmten van verschillende stoffen bij
temperatuursverhoging in ongelijke mate toe.

Als onjuistheid in zijne redenering valt op de toepassing
van de wet van Dulong en Petit op vloeistoffen, terwijl
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die alleen geldt voor vaste stoffen (en dan nog slechts bij
benadering). Hierdoor maakt het de indruk, of Cantoni
in zijn pogingen om met elkaar in verband te brengen de
hem zeer plausibel schijnende kinetische verklaring van de
Brow n’sche beweging en zijn waarnemingen over de
afhankelikheid der snelheid van de soortelike warmte der
deeltjes, op een dwaalspoor is geraakt door de toevallige
overeenstemming van zijne experimenten met zijn hypothese.

Bleef Cantoni, al dwaalde hij ook in zijn mening over
het mechanisme van het verschijnsel, toch de kinetische
verklaring van de beweging getrouw, zelfs dat kan men
van enkele physici na hem niet zeggen. Zo publiceert in
18701) Stanley Jevons een stuk, waarin hij de
mening uitspreekt, dat de Brown ’sche beweging een elec-
trische oorzaak heeft. Deze mening berustte op het ver-
schijnsel, dat bij het gebruik van water als suspensiemiddel
toevoeging van alkalién of andere stoffen, die het water
geleidend maken, de beweging doet ophouden, en de
deeltjes doet neerslaan. Jevons bracht dit in verband
met de bevinding van Armstrong en Faraday 2,
dat, terwijl in de hydroéleCtriseermachine bij het gebruik
van zuiver water een krachtige electriciteitsontwikkeling
plaats heeft, iedere toegevoegde verontreiniging deze
werking te niet doet of verzwakt. Alleen ammonia kon
men aan het water toevoegen zonder een verandering in
de electriciteitsontwikkeling te bespeuren.

In overeenstemming hiermede vond Stanley Jevons,
dat ammonia geen neerslag en geen vertraging van de
beweging der deeltjes veroorzaakte. Hoewel bv. azijnzuur
volgens Faraday water niet geleidend maakt en
Jevons vond, dat het wel de gesuspendeerde deeltjes
laaf neerslaan, zo laat hij zich hierdoor niet van zijn
electrische verklaring afschrikken. Ja, op grond van deze

") Proc. Manchester Soc-, 9 (1870), p. 78.
*) Earaday, Experimental researches, Ser. 18.
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en uit het feit, dat siliciumzuur geen neerslag veroorzaakt,
besluit hij dat dit zuur water ook niet geleidend zal maken.
Ten slotte verwijst hij naar de proevenvan Wiedemann
over electrische osmose; evenals een electrische kracht het
water langs de wand der porién van een poreuze plaat
verschuift, zou zij omgekeerd vaste deeltjes door het water
heen voortdrijven. Van de oorsprong der electrische kracht
die bij de Brow n’sche beweging in het spel zou zijn,
wordt echter geen rekenschap gegeven.

Hier moge aanstonds vermeld worden, dat ook vele latere
natuurkundigen aan electrische werkingen gedacht hebben,
en ongetwijfeld zal de theorie moeten overwegen, in hoe-
verre eventuele electrische ladingen der deeltjes op het
verschijnsel van invloed kunnen zijn. Wij zullen ons daar
niet mee bezig houden en van de Brow n’sche beweging
in kolloidale oplossingen, bij welke die invioed wel het
eerst te verwachten zou zijn, zal hier zo goed als niet
gesproken worden.

De mening van Stanley Jevons werd tegenge-
sproken door Dancerl, die gevonden had, dat electrische
krachten geen invioed hebben op de Brow n’sche bewe-
ging en hieruit besluit, dat zij er ook niet de oorzaak van
kunnen zijn. Verder meent hij de oorzaak ook niet als een
chemische te mogen beschouwen, daar chemisch inaktieve
stoffen als diamant en grafiet de beweging ook vertonen.
Hij stelt het verschijnsel op rekening van ,the change of
temperature of the particles transmitted through the
solution”.

In 1877 publiceert Delsaulx 2 het eerste artikel,
waarin van de Brow n’sche beweging de verklaring wordt
gegeven, welke tegenwoordig algemeen als de juiste be-
schouwd wordt. Hij zet nl. zeer duidelik uiteen, hoe de
stoten, die een gesuspendeerd deeltje van de omringende

) Proc. Manchester Soc., 9 (1870), p. 82.
s) Revue des questions scientifiques (Louvain) 2 (1877), p. 319.
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vloeistofmolekulen Kkrijgt, wanneer het deeltje klein genoeg
is, elkaar niet opheffen, maar in ieder klein tijdsdeel een
resultante in een of andere richting hebben en ziet dus in
de Brow n’sche beweging een direkt gevolg van de
warmtebeweging der vloeistofmolekulen. Hij vermeldt daarbij,
dat de prioriteit dezer denkbeelden voor een groot deel aan
Carbonelle toekomt.

Een sterke tegenstelling met deze moderne opvattingenvindt
men in een in 1879 verschenen artikel vanv.Nageli1), waarin
naar aanleiding van de vraag, hoe splijtzwammen door de
lucht verspreid worden, de beweging van zeer kleine deeltjes
in het algemeen wordt besproken. Hij beschouwt zowel
kleine deeltjes gesuspendeerd in water als in lucht. In het
laatste geval meent hij alles aan stromingen van het
medium te kunnen toeschrijven, maar bij vloeistoffen onder-
stelt hij andere werkingen. Hij meent echter niet, dat de
botsingen der vloeistofmolekulen tegen een deeltje dit in
beweging zullen kunnen brengen; deze zouden door hun
grote aantal elkaar opheffen. Hij neemt daarom als bewe-
gingsoorzaak aan de molekulaire krachten tussen de mole-
kulen van het suspensiemiddel en die dicht aan het opper-
vlak in de deeltjes. En wel is hij geneigd deze krachten
als electrische aantrekkingen en afstotingen te beschouwen.
Hiermee verklaart hij, hoe zij op één deeltje werkende,
elkaar niet opheffen. Immers, telkens zal de verdeling van
de electriciteit in het deeltje veranderen en daarmee de
krachten, die het van de omringende molekulen ondervindt.
Eigenaardig is het, dat v. N ageli hiermee verklaart het
»feit”, dat de beweging bij grotere deeltjes dezelfde is als
bij kleinere. De krachten zouden nl. bij het groter worden
der deeltjes ook toenemen.

Carbonelle, die wij boven noemden, heeft zich reeds
in 1874 met proeven over de Brow n’sche beweging bezig
gehouden, maar de uitkomsten daarvan en de theoretische

9 Minchen Sitz. Ber. Math.-phys. Cl., 9 (1879), p. 389.
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beschouwingen, waartoe hij kwam, werden eerst in 1880
door zijn medewerker Thirion 1 gepubliceerd.

Carbonelle beschouwt als de oorzaak van de
Brow n’sche beweging van een vast deeltje de stoten,
die het ontvangt van de omringende molekulen. De ver-
plaatsingen van een gas- of dampbelletje, zoals men ze
veelal in de vloeibare insluitsels in sommige mineralen
vindt, schrijft hij hieraan toe, dat bij een zeer klein opper-
vlakje toevallige verschillen bestaan tusschen het aantal
molekulen, die de vloeistof verlaten, en het aantal, die uit
de damp in de vloeistof treden. Daardoor verplaatst het
grensvlak zich nu eens naar de kant van de vloeistof, dan
eens naar de kant van de damp 2

Nauw verwant met de opvattingen der genoemde schrij-
vers is ook die van Bodaszewki 8, die in 1881
waarnemingen deed over de Brow n’sche beweging der
deeltjes in rook en in salmiaknevel en meende ,,in derselben
ein angenahertes Bild der hypothetischen Bewegung der Gas-
molekile nach der kinetischen Gastheorie wahrzunehmen”.

Geheel bij de beschouwingen van Delsaulx en Car-
bonelle sluiten zich aan twee artikelen van Gouy 4in
1888 en 1889 6 Door een zorgvuldig onderzoek vindt deze
de volgende resultaten: De beweging der deeltjes is des te
heftiger naarmate de viscositeit der vloeistof kleiner is.
Verandering van de verlichtingsintensiteit in de verhouding
1:1000 heeft geen invloed; evenmin de kleur van het

*) Revue des questions scientifiques (Louvain), 7 (1880), p. 5.

a) De verklaring voor de beweging der belletjes is aangebaald door
de Lapparent, Traité de geologie, p. 549.

* Dingler’s Polytechn. Journal, 289 (1881), p. 326.

4 Jonm. de Phys., 7(1888), p. 661; Comptes rendus, 109 (1889), p. 102.

9 G-ouy beeft waarschijnlik alleen de vermelde aanhaling van
de Lapparent gelezen en dusniet geweten, hoe Carbonelle de
B row n’sohe bewegingvan vaste deeltjes verklaarde. Thirion heeft
later (Revue des questions scientiflques, Louvain, (3) 16 (1909), p. 260)
de aandacht op het werk van Carbonelle en Delsaulx ge-
vestigd.
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bestralende licht, ook niet een sterk electromagnetisch veld.
Deeltjes van verschillende stoffen voeren nagenoeg dezelfde
beweging uit. Uit deze feiten besluit Gony, dat men
zonder twijfel de oorzaak van de beweging niet in de
deeltjes zelf, maar in de vloeistof moet zoeken. Hij eindigt
met de woorden: ,/Ainsi le mouvement brownien, seul de
tous les phénomenes physiques, nous rend visible un état
constant d’agitation interne des corps, en Tabsence de toute
cause extérieure. On ne peut guére éviter de rapprocher
ce fait des hypotheses cinétiques actuelles et dy voir une
résultante affaiblie des mouvements moléculaires calorifiques”.
Hij geeft op voor de snelheid der deeltjes het honderd-
millioenste der molekulaire snelheid.

Dat Gouy’s opvatting niet algemeen bijval vond, blijkt
wel hieruit, dat Kolaeek in het referaat, dat hij van diens
onderzoek gaf *), de mening uitte, dat de Brow n’sche
beweging haar oorzaak vindt in radiometrische werkingen,
welke men niet kan vermijden, daar de waar te nemen
deeltjes zo klein zijn en men dus met vrij sterke belich-
tingen moet werken.

Ramsay 2 zet in 1892 op een dergelijke wijze als
Dancer3d de onwaarschijnlikheid van een electrische
oorzaak der Brow n’sche beweging uiteen. De deeltjes
toch schijnen niet beinvloed te worden door eikaars
beweging. Bovendien hebben proeven van Linder en
Picton geleerd, dat de deeltjes, wanneer zij een lading
gekregen hebben, door een positieve of negatieve electrpde
worden afgestoten zonder dat hun Brow n’sche beweging
erdoor verandert. Dat het toevoegen van een electrolyt
aan het suspensiemiddel de beweging doet afnemen en
langzamerhand ophouden, komt doordat hierdoor koagulatie
der deeltjes wordt veroorzaakt. Verder beweert Ramsay,

*) Beiblatter, 18 (1889), p. 877.
’) Chem. News 65 (1892), p. 90.
* loc. cit,
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dat de Brow n'sche beweging een druk veroorzaakt en wil
hiermede sommige afwijkingen van de osmotische druk
van de bekende regels verklaren. Ook vermeldt hij, dat de
beweging afhankelik is van de afmetingen der deeltjes,
hunne dichtheid en de aard van het suspensiemiddel.

Slechts met een enkel woord vermelden wij een onder-
zoek van Meade Bache 1), die tot het besluit kwam,
dat de Brow n’sche beweging in het bizonder in water
plaats heeft en de oorzaak zoekt in ,mutual repulsions of
the molecules of aqueous fluids”.

Daarentegen stelt M altézos?2 de oppervlakte-spanning
in het vloeistoflaagje rondom het zwevende deeltje op de voor-
grond. Dat daaruit een resulterende kracht naar de ene of de
andere kant ontstaat, zou dan moeten worden toegeschreven
aan sporen van vreemde zelfstandigheden op het oppervlak
van het deeltje, aan oneffenheden of openingen in dit laatste,
of wel aan plaatselijke onzuiverheden in de vloeistof.

In 1898 spreekt Quincke de mening uitd, dat de
Brow n’sche beweging niet optreedt, wanneer de vloeistof
dezelfde temperatuur heeft als de omgeving. Hij denkt
zich ieder deeltje omgeven door een laagje lucht of vloei-
stof (een andere, dan waarin het gesuspendeerd is) en stelt
zich voor, dat door de verlichting van de suspensie het
genoemde laagje ongelijkmatig verwarmd wordt en zich uit-
zet, waardoor de beweging der deeltjes veroorzaakt wordt.

Quincke’ bewering, dat er geen beweging is, zodra
deeltjes en vloeistof dezelfde temperatuur hebben, werd in
1900 door F. M. E xner bestreden 4). Deze natuurkundige
deed een vrij uitvoerig onderzoek over de snelheid der
beweging, waarvan hij een afname bij toeneming van de
grootte der deeltjes en een vergroting bij temperatuurver-

*) Proc. Amer. Phil. Soc., 83 (1894), p. 163.

* Ann. de chim. et de phys., (7) 1 (1894), p. 569; Comptes rendns,
121 (1895), jv 303.

s) Verhandl. d. deutsch. Natnrforschergesellsch., 1898, I1, 1, p. 26.

Y Ann, d. Phys., 2 (1900), p. 843.
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hoging konstateerde. Ook merkte hij op, dat aan de waar-
genomen snelheid een veel Kleinere Kkinetische energie
beantwoordt dan een molekuul heeft. Hij berekent nl.M
in de onderstelling van gelijke kinetische energie van een
deeltje en een vloeistofmolekuul, uit de door hem waar-
genomen snelheden de snelheid van een molekuul. Hij vindt
hiervoor bij 20° C. ongeveer 30 cm per sek, wat ver
beneden de molekulaire snelheden is.

LWenn daher”, zo besluit Exner, ,die uns durch die
Molecularbewegung gegebenen Daten auch nicht b einfach
verwertet werden kdnnen, so mag es doch immer denkbar
sein, dass, wenn man (berhaupt von der Ansicht eines
Zusammenhanges der Bewegung der Flussigkeitsmolectile
mit der der suspendirten Partikel ausgeht, die einzigen,
uns die innere Bewegung einer Flussigkeit veranschau-
lichenden, sichtbaren Bewegungen und ihre Maasszahlen
einmal von Wert sein kdnnen”.

De hier zoo voorzichtig uitgesproken verwachting is zes
jaar later op schitterende wijze door de theorieén van
Einstein en von Smoluchowski vervuld. Wij
zullen deze in het derde hoofdstuk leren kennen, 'maar
laten enige eenvoudige beschouwingen over deeltjes, die
zich op grillige wijze, nu in de ene dan in de andere
richting bewegen, voorafgaan. De grootheid, waar wij vooral
de aandacht op zullen moeten vestigen, is de lengte van
de rechte lijn, die de beginstand van een deeltje met de
stand enige tijd later verbindt, de ,bereikte afstand”, zoals
wij zullen zeggen. De grootte daarvan is de ,,Maasszahl”,
waarop het aankomt.



TWEEDE HOOFDSTUK

Elementaire beschouwingen over de in een
bepaalde tijd bereikte afstand.

8 1. Onderstel vooreerst, dat de deeltjes zich slechts met
gelijke stappen langs een. rechte lijn kunnen bewegen,
nu eens in de ene, de positieve, en dan eens in de
andere, de negatieve richting en wel zo, dat het van het
»toeval” afhangt of een deeltje naar de ene of de andere
kant gaat, en dat een positieve stap even waarschijnlik is
als een negatieve.

Zij n het aantal stappen van een deeltje in de beschouwde
tijd i, | de lengte van één stap.

De waarschijnlikheid, dat een deeltje van de n stappen er

2----6 in negatieve, 4 b in positieve richting doet, is
n !
(|"~6) !iir+b)

waarvoor we, gebruik makend van de formule van Stir-
ling, schrijven kunnen

2, (1)

4 nn+ je—nV2ir
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Wij onderstellen dat n zeer groot is. Dan kan men aan-
tonen, dat de aangegeven waarschijnlikheid slechts dan
een merkbare waarde heeft, als b zeer klein isten opzichte

van Kn- Dan kunnen wij de logarithmus van de noemer
van de tweede breuk in bovenstaande uitdrukking naar de

opklimmende machten van — ontwikkelen. Dit geeft, als

wij ons tot de termen met R2 bepalen,

n+1

(*£-)(

of, daar n zeer groot is,

262
.n

De waarschijnlikheid van een bepaalde waarde van b
is dus

In dit geval is de bereikte afstand 2bl=a. Zal nu
deze afstand liggen tussen a en a+ da, dan moet b
liggen tussen

a a da

Wij stellen ons voor dat da, hoewel zeer klein ten op-

zichte van a zelf, toch zo groot is, dat groot is in

o

vergelijking met de eenheid. Dan mag men voor het aan-
tal waarden van b tussen de zo even genoemde grenzen
— daar alleen gehele getallen voor b in aanmerking

komen — schrijven -jrj en daar men de waarschijnlikheid
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(20 voor al die waarden van b als even groot mag
beschouwen, vindt men voor de waarschijnlikheid, dat de
bereikte afstand tusschen a en a + da ligt

2nla

Hieruit volgt voor het gemiddelde s2van de tweede macht
van de bereikte afstand

a2
lda—nl2 . . . (4
Nu kunnen wij voor (3) schrijven

a»

2" da .. (5

8 2. Ook voor het geval, dat een deeltje zich met dezelfde
waarschijnlikheid in alle richtingen kan bewegen, zullen
wij de waarschijnlikheid zoeken voor een zekere waarde
van de in een bepaalde richting bereikte afstand. Daartoe
denken wij om een vast punt O een bol beschreven met
| tot straal en trekken een middellijn in de beschouwde
richting, stel van links naar rechts. Deze middellijn ver-
delen wij in p gelijke stukken. Wij kunnen nu elke stap
voorstellen door een straal in de bol en het uiteinde van
die straal op de middellijn projecteren. De waarschijnlik-
heid, dat dit uiteinde zich in één van de genoemde stukken
bevindt, is voor alle even groot, daar aan deze stukken
bolschijven van gelijk oppervlak beantwoorden. De vakken
zullen wij van links naar rechts nummeren F,, F2,... Fp.
De kans, dat er van de n stappen, die in de tijd t gedaan
worden, nx in Vi ,eindigen”, n2 in F2, _np in
Vp(nt + n2-f-... + np—n) is
1 nt

TF=gh vw 2t npo
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Zoeken wij de waarden van re*, re2 enz., waarvoor W
°f, wat op hetzelfde neerkomt, log TT een nruMrirmim i
dan vinden we

Wij willen nu de waarschijnlikheid zoeken voor het geval
dat alle re’s met een klein bedrag afwijken van deze waarden.
Wanneer wij deze afwijkingen aanduiden met si,*2__ fj))
moeten wij dus de waarde zoeken van

rel
P> (ni+ fi)l (n2+ ™) ! - >+ fP) 1 n
of van logW, die we met behulp van dereeksvan Taylor
als volgt kunnen uitdrukken in log Wm, als Wmde maximum-
waarschijnlikheid is,

W=

logW = logWm+ 152851 + 100gW)_ 3(logW)
* dre,, '°€P
1 32(logW) R2(log W) 1 d2(logW)
2 dre*2 dre2 T2+ ... 2 drep2 ep2 +
a2(logW)

3rvdre 21 ¢

waarbij de differentiaalquotienten moeten genomen worden
voor de waarden (6) -van ret, re2.... rep.
De formule van Stirling toepassende, vindt men

logW = logWm—  Ss2
en

p Se
W=Wme 2”7 ..o ®)

In dit geval kunnen wij voor de in de beschouwde
richting bereikte afstand schrijven
21j p /p \ |
Fil 28 —\2~1JE2"-~&Z + fE+ 1 +2fE+ 2+ ----fT 5 (°

Wij hebben hierbij aangenomen, datp even is en gerekend,
dat een in een der stukken vallende projectie in het van O
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afgekeerde uiteinde van dat stuk ligt. Als p zeer groot is,
is daartegen geen bezwaar.

Het is ons te doen om de waarschijnlikheid, dat de
bereikte afstand tussen bepaalde grenzen ligt. Daartoe
moeten wij alle waarden der «s beschouwen, waarbij dit
het geval is en die bovendien aan de voorwaarde

m*2e+m.. . mlep= 0 ... (10)

voldoen, voor ieder van deze waardenreeksen met behulp
van (8) de waarschijnlikheid berekenen en deze waarschijn-
likheden bij elkaar optellen. Dit vraagstuk kunnen wij
terugbrengen tot een vraagstuk van meerdimensionale
meetkunde. Wij kunnen ons nl. een ~A-dimensionale ruimte
voorstellen met de kodrdinaten

Fi>f£2)ecee*?e

De vergelijkingen (9) en (10) stellen ,,platte vlakken” in
deze ruimte voor en wij kunnen nu de vraag z6 formuleren:
Hoeveel punten liggen er in het vlak (10) en tevens tussen
de vlakken (9) en (9), wanneer (9" alleen hierdoor van (9)
verschilt, dat a vervangen is door a+ da?

Wij zullen met een orthogonale substitutie nieuwe koor-
dinaten fj', fp invoeren; en wel z6 dat de eerste,
fj' loodrecht staat op het vlak (10) en de tweede loodrecht
op het vlak (9). Daar de loodlijn op (10) de richtings-
konstanten

1 1 1
Vp’Vp "™ 7 Vp

en de loodlijn op (9) de richtingskonstanten

P )

+

heeft, is aan de voorwaarde voldaan, dat &' en s2 lood-
recht op elkaar staan.
De overige kodrdinaten f3 .. @' worden zo gekozen, dat
2
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aan de voorwaarden voor een orthogonale transformatie
voldaan is. Dan is 2e2= 2e'2 en vinden wij uit (8) voor
de waarscMijnlikheid, dat de kotrdinaten bepaalde waarden
bebben

W=Wme 2N

Wij merken nu op, dat 2 ... @ gehele getallen moe-
ten zijn, en dat dit alleen het geval is in bepaalde punten
van de ruimte (<4, ... sp). Van die punten komen alleen die
in aanmerking, welke in het vlak (10) of

0
liggen; zij zijn op regelmatige wijze over dat vlak ver-
spreid. Is A de dichtheid dier verspreiding, dan is het
aantal punten in een element dsZ .. dep van het vlak

Adea ... dsp

en wij vinden dus de gezochte waarschijnlikheid door de
uitdrukking

EyE 4 eet *px)

WmAe an dea ..dtp ..... (V)

over het deel van het vlak te integreren, waar aan de
gestelde voorwaarden voldaan is.
De loodlijn op het viak (9) heeft de lengte

f2 = -
V ||2+ 22+

Nuis:I12+ 22+ ... +fc2= *(* + 1)(82*+ J waanv00J,

Z8
bij zeer grote T geschreven mag worden o

Daar p zeer groot is, en zelfs - ook, hebben wij voor
die loodlijn
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en de voorwaarde, dat a tussen a en a+ da moet liggen,
komt hierop neer, dat de kodrdinaat s2 moet liggen tus-
sen deze waarde en sZ + deZ, waarbij

is. Wat f3,...  betreft, deze kunnen alle waarden tussen
—gpen +00 hebben. Door de integratie naar deze ver-
anderliken uit te wvoeren vinden wij uit (11) voor de
gezochte waarschijnlikheid
_3a*
W= Ce *nl'da,

waarbij verschillende konstante faktoren in de koéfficient
C zijn samengevat. De waarde daarvan vindt men het
gemakkelikst door te bedenken, dat men 1 moet krijgen
als men W van a——a tot a= + g integreert. Zo
komt er ten slotte

3a»
W=TVeéne**da-m . ..
Op de gewone wijze berekenen we hieruit s2 en vinden
1

Hierdoor kunnen we voor (12) schrijven, evenals in § 1,
o>
W= da. . . . (19

1A27TSZ

8 3. In het bovenstaande zijn twee vragen behandeld:

1°. Wat is de waarschijnlikheid W van een bepaalde
bereikte afstand?

2°. Wat is de middelwaarde s2?

Op de eerste vraag zullen wij later niet meer terug
komen. Daarom merken wij hier even op, dat onze formules
(5) en (14) geheel dezelfde vorm hebben als de formule,
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welke Perrin'l) geeft en welke hij aan experimentele
bevestiging onderworpen heeft. Aan zijn artikel ontlenen
wij het volgende tabelletje, dat de goede overeenstemming
tussen rekening en waarneming doet zien?. Er is sprake
van de in zekere bepaalde tijd door in water zwevende
guttegomkorrels bij hunne Brow n’sche beweging bereikte
afstanden.

Afstanden in een bepaalde richting Aantal
(in n) tussen waargenomen berekend
Oen 17 48 44
1,7en 34 38 40
34 en 51 36 35
51 en 6,8 29 28
6,8 en 8,5 16 21
8,5 en 10,2 15 15
10,2 en 119 8 10
11,9 en 13,6 7 5
13,6 en 153 4 4
15,3 en 17,0 4 2

8 4. Wanneer men niet naar de waarschijnliklieid vraagt,
maar alleen s2 verlangt te kennen, kan men een veel een-
voudiger weg inslaan. Wij zullen die in 8 6 leren kennen,
maar geven eerst nog een afleiding, die zich van de in
8 1 medegedeelde hierdoor onderscheidt, dat de formule
van Stirling niet wordt toegepast, maar van de strenge
formule (1) voor willekeurige waarden van n en b wordt
gebruik gemaakt.

In het geval van 8 1 is de waarschijnlikheid, dat het
deeltje zich m keer in positieve, en n—m keer in negatieve
richting beweegt

n ! 1
2nm\ (n—m)!  2nW

% Ann de chim. et de phys., (8) 18 (1909), p. 82.
* Zie voor de proeven van Perrin, Hoofdstuk IH, § 2.
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De bereikte afstand is
2ra—n) |

en het gemiddelde kwadraat van deze afstand vindt men
door de uitdrukking (2 ra—n)H2 voor iedere waarde van
ra te nemen, ieder zo verkregen getal met de daarbij
behorende waarschijnlikheid te vermenigvuldigen en al deze
produkten te sommeren.

Zo vinden wij

72 m=n nt
2= — 2 J—
S M o TE=% —r(4 ra2—4ran + ).
Nu is
4ra2 n! =ra (ra—1) n!
(re—ra)! ral (o—ra)! ra! ~r"4'r'a(1o— ra)! ral
= 4ofto—1). (—2)Mm_2 + 4o(o—I)m-i,
©!
4mn (r']':—n!]" Tmi T 42 (o—I1)m_i,
zodat we Krijgen
2 i m=n

D= _F:\r|4u:(m— 1) 20 (o—2)to_2+
m=

m=n m=n
+4m(1—1132 (to—l’\’\+1:22m,
m —0

een vergelijking waarbij ondersteld is, dat n0=1 wordt
gesteld, terwijl aan 2 en w2 de waarden 0 zijn toegekend.
Dit in het oog houdende heeft men

m=n m=n m'—— 2
©W—2m 2= 2 (10— 2= 2 (©—2n>= 27~2

m= 0 m=2 m =0
m=n m=n m'= n—1

2 lodm!= 2 lo—1m 1= 2 @@E—1m=2n-1
m=s0 m=1 m=0

2 Pm—2n,
m=0

waardoor de uitkomst wordt

— JATOMO—1)2n- 2+ 41— 2"~ 1+ @2nJ=nl2



22

8 5. In aansluiting hieraan behandelen wij ook nog het
volgende vraagstuk: Een deeltje kan zich langs een rechte
lijn heen en weer bewegen, niet met steeds even grote stap-
pen, maar met stappen, welke b.v. k verschillende grootten
kunnen hebben. Gevraagd s2 De stappen worden alle in
dezelfde tijd doorlopen, zodat in een bepaalde tijd t het
aantal n der stappen vast staat. Daarbij zijn stappen in
positieve en negatieve richting even waarschijnlik, en even-
zo stappen van de eerste grootte, de tweede grootte, enz.

De waarschijnlikheid, dat een deeltje in de tijd t in posi-
tieve richting gedaan heeft mi stappen Ix 2 stappen 2,
.......... , mlc stappen Ik en in negatieve richting m4 stap-

pen IXx, mZ stappen 2, ... , nik' stappen 2z terwijl
natuurlik + = is
1 n\
ln" mtIm2!....m*Imx!m2!. ... m*'!

De bereikte afstand zal dan zijn
\ (mx—mxX) 4- 2(m2—m2) + .... + Ik(mk— mk)
en als we ter bekorting
1 n!
In ‘mtl.... mul «V!I. .. nk!
stellen, moeten we bepalen
S=2ufZa(mi—m{) + .... + h (mk—«**)]2,
waarin de som moet worden uitgestrekt over alle waarden
van mx..,. nik', die met de voorwaarde

verenigbaar zijn.

Nu ziet men vooreerst gemakkelik in, dat de termen van
de ontwikkeling der tweede macht, die de produkten van
twee verschillende Zs bevatten, niets tot de som bijdragen.

Een van die termen is b.v.

2Ix22 u(mx—mi) {m2—w2)
en deze is 0, omdat aan elke term van de som met
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bepaalde waarden van mil, m2, m2 een andere
beantwoordt, bij welke mi en m21 hetzelfde zijn, maar de
waarden van m2 en m2 met elkaar zijn verwisseld. Bij die
verwisseling blijft u hetzelfde, terwijl (ml —m/) (m2—m2)
dezelfde waarde met het tegengestelde teken aanneemt.
Dus
S = 222 &mM\—»V)24 222 u(m2—w2)2+ . . (15)
Wij beschouwen eerst
Si= "Zu(mi —ra/)2
en nemen al de kombinaties van waarden van ml.... nik,
bij welke
mi 4 ral = s,
m2+ raZ 4-.......... + mk+ ra/ = n—s.
Zij de som over deze waarden uitgestrekt

s~rg = 2» (rat — m1)2

Dan is
*Q =
S, 830 Stw. . . ... . (16)
Wij kunnen schrijven
1 z 71 (wt —ra/)
(2 3on ceemk’=n—s T2 1 g ni™l Wj !

Op de laatste som passen we een herleiding toe, analoog
aan de in 8§ 4 gebruikte.
ra/ 4-ra/2—2mira/

m + m 'es* ra., ! ra./!
1 . . s. 2"
Sl - -r-a-:/----tF + mi'2—2m, I’a/) = |
Daardoor wordt
S. 2B _ n\
Stw (2k)ns! n—s N2\ mk
Maar
v =" 5= -
nt+...mk'=n- i mM2! ka = PGB=DT
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zodat
_ n\
“ikn (s—1)! (»—«)! *~ 1"

Hierdoor wordt (16)

SP

1 (k— 1)

i = .2
/Si kn =0 (*_1)| (ra_5)| ~kn8=0& 1/~*- (n - 1)*--1~

= £ 2 (*- )" (- n-8= - - =4

De overige sommen in (15) hebben dezelfde waarde als
/Si, zodat we ten slotte voor de gezochte middelwaarde
vinden

S—N |42+ Z2+ oo o+ h?|.

8 6. Wij gaan nu over tot de eenvoudige afleiding van

s2 waarop in § 4 gedoeld werd, en denken hierbij aan
gevallen zoals zij zich werkelik bij de Brown’sche be-
weging voordoen.

Vatten wij weer één richting in het oog en noemen wij
de projecties van de door één deeltje in achtereenvolgende
gelijke tijdsdelen r doorlopen wegen op deze richting

®Llj % i me o /

dan is de bereikte afstand
S = We*? seee + *y

Wat is nu het gemiddelde van s2 voor een groot aantal
deeltjes genomen?

Wanneer men aanneemt, dat de weg in het ene tijdsdeel
t afgelegd geheel onafhankelik is van de weg in het
andere, zodat het teken en de grootte van st niets te
maken hebben met die van s/c, dan is

sksi = 0.
Dus

S2= S12 -tm S22 -f .... Sn2
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Men mag stellen

Si2= «22= eee *»2>
zodat wij kunnen schrijven

Ook in dit algemene geval blijkt s2 evenredig te zijn met
n, dus evenredig met het beschouwde tijdsverloop t= nr.

Hierbij dient opgemerkt te worden, dat in het geheel
niet is ondersteld, dat de in de tijd r afgelegde weg
rechtlijnig is De grootheden s4, s2.... zijn niet anders
dan de telkens in de intervallen ¢ bereikte afstanden,
geprojecteerd op de beschouwde richting Ook in de tijd «
kan reeds een krioelende beweging hebben plaats gehad.

Er behoeft nauweliks op gewezen te worden, dat uit de
gevonden uitkomst ook iets over de in werkelikheid in de
ruimte bereikte afstanden, of over de projecties daarvan op
een plat vlak kan worden afgeleid. Men mag aannemen,
dat de Brow n'sche beweging in elke richting op dezelfde
wijze plaats heeft. Schrijft men nu voor de projecties op
drie onderling loodrechte kodrdinaatassen sx, sy, sz, voor
die op het xy-vlak s, en voor de in de ruimte bereikte
afstand sr, dan geldt.voor sx2 sy2 sz2 de formule (17),
waaruit volgt s,,2—2 tos12, s12= 3ns12

Hoewel de voorgaande beschouwingen doen zien, dat er
een formule is van de vorm

s2= qt,

kunnen zij ons de waarde van de koéfficient g niet leren
kennen. Daarvoor zijn dieper gaande beschouwingen nodig,
waarvan wij er in de volgende hoofdstukken enkele zullen
weergeven.

8 7. Beproeft men beschouwingen als de bovenstaande
op de wentelende Brow n’sche beweging toe te passen,
dan stuit men bij eindige hoeken van wenteling op grote
moeilikheden. Wij kunnen ons om het beschouwde deeltje
een bol beschreven denken met het middelpunt van het
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deeltje tot middelpunt en met de straal 1 en wij kunnen
het snijpunt in het oog vatten van deze bol met de voer-
straal, die het middelpunt met een ander vast punt van
het deeltje verbindt. Wanneer het deeltje wentelende be-
wegingen ,om verschillende assen uitvoert, overeenkomende
met de boven beschouwde stappen, zal dit snijpunt over de
bol een baan beschrijven, die bestaat uit een aaneenschakeling
van cirkelbogen. Het wordt echter moeilik na te gaan hoe
ver het punt, na een groot aantal dergelijke bogen beschre-
ven te hebben, gekomen is, en wij bepalen ons daarom tot
het eenvoudigst mogelike geval, nl. dat van de wenteling
om één as, waarom, hetzij in de ene of de andere richting,
draaiingen, telkens van dezelfde grootte « worden uitgevoerd
Als de genoemde voerstraal loodrecht op de as van wenteling
staat, zal het beschouwde punt zich nu steeds langs dezelfde
grote cirkel bewegen. Deze cirkelboog kunnen we ons tot
een rechte lijn uitgespreid denken, waardoor dit geval
teruggebracht is tot dat van de beweging van een deeltje
langs een rechte lijn. In het geval van de wenteling doet
zich echter de komplikatie voor, dat wentelingen groter dan
2?r op hetzelfde neerkomen als kleinere wentelingen. Om
dit in rekening te brengen kan men als volgt te werk gaan.

Het aantal deeltjes, die in de tijd, waarin n elementaire
grote cirkelbogen worden afgelegd, een afstand bereiken,
waarvan de waarde ligt tussen x en x-\-dx, is

ax' dx

1
2na?’

Wanneer wij nu alleen letten op de deeltjes, bij welke
de bereikte afstand, van de beginstand af gerekend, naar
een bepaalde zijde gericht is, dan is het aantal deeltjes,
dat schijnbaar over een hoek is gewenteld tussenrenr+ dx,
de som van de aantallen, waarbij de wenteling resp. tussen
xenx + dx, tussen X + 2% en x + 2%+ dx, enz. is
gelegen. Het is dus

als N het gehele aantal deeltjes is, en a =
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g—a**+ e—a(ai+2x)2_|_g—a(a+4 x)»4-

Bij de waarnemingen van Perrin (Zie Hoofdstuk Ul,
8 4) bedroeg bet kwadratisch gemiddelde der bereikte
afstanden niet meer dan 14°5.

Het is onmiddellik duidelik, dat onder deze omstandig-
heden voor uiterst weinig deeltjes de bereikte afstand groter
dan 2s-is. Dan is er van het gehele omdraaien on van
het op nieuw bereiken van dezelfde stand geen sprake en
kan bovenstaande reeks tot de eerste term beperkt blijven.

Het is aardig even aan te tonen (waarbij de gehele
reeks gebruikt moet worden), dat wanneer er een genoeg-
zaam lange tijd verlopen is, de deeltjes vrij wel in dezelfde
mate alle mogelike richtingen hebben verkregen. Dit is
gemakkelik in te zien. Wij hebben nl. slechts aan te
tonen, dat de functie, waarmede dx vermenigvuldigd is, nl.

f{x) = N oxs e—a(x+ 2x)a_|_

in het interval x = 0 tot x = 2 tt zeer weinig varieert.
De middelwaarde der functie is ﬁﬁ

Gaat x van 0 tot 2w dan neemt elke term en dus de
gehele functie steeds af. De uiterste waarden zijn dus f (0)
en f (27r). Het verschil daarvan is

Wanneer nu n al groter en groter wordt, wordt dit ten
slotte zeer klein in vergelijking met de middelwaarde

Hiermede is het gevraagde bewezen.



DERDE HOOFDSTUK.

De Theorie van Einstein en hare experimentele
bevestiging door Perrin.

8 1. Formule voor de translatiebeweging. Einsteinl)
leidt een formule af voor de kwadratische xniddelwaarde
van de door een deeltje in een bepaalde tijd bereikte
afstand. Hij maakt hierbij gebruik van de waarschijnlik-
beidsmethode, welke hij reeds toepaste in een artikel over
de grondslagen der thermodynamica. Verder berust de
afleiding op een kunstgreep, nl. de beschouwing van een
stationaire toestand, onder de invloed van een uitwen-
dige kracht, die ondersteld wordt op elk deeltje, te
werken. Er zijn nu twee omstandigheden, die ieder op
zichzelf de stationaire toestand zouden veranderen, nl. voor-
eerst de uitwendige kracht en ten tweede de B row n’sche
beweging. Door uit te drikken dat deze beide werkingen
elkaar opheffen komt Einstein tot zijn formule.

Men kan de theorie op twee verschillende wijzen inkleden.

Vooreerst kan men een kanonisch ensemble van systemen
beschouwen, waarin elk systeem bestaat uit één deeltje
zwevende in de vloeistof. De toestand van zo’n systeem
worde geheel bepaald door de n parameters (kodrdinaten
en momenten) pt,p2 .......... pn. leder systeem kan men
zich voorgesteld denken door een puntin de «-dimensionale
ruimte (pt, p2j........ pny Het aantal systemen, dat op een

) Ann. d. Phys. 19 (1906), p 371.



29

willekeurig oogenblik ligt in een element dpi dp%........ dpn
van deze ruimte, is
NE

Ce RTdpi ........ dpn, . . . (18

waarin C een konstante is, R de gaskonstante, E de
energie, N bet aantal molekulen in een grammolekuul (de
konstante van Avogadro) en T de temperatuur.

Wij merken hierbij op, dat wanneer men op gesuspen-
deerde deeltjes de gewone statistisch-thermodynamische
beschouwingen toepast, dit in zich sluit, dat de gemiddelde
kinetische energie van een deeltje gelijk is aan die van
een gas- of vloeistofmolekuul.

Einstein stelt zich nu voor, dat de deeltjes onder-
worpen zijn aan een kracht, die van een potentiaal
afhangt. Een deel van de in de exponent van (18) voor-
komende energie zal nu potentiéle energie zijn, en men
kan de exponentiéle grootheid ontbinden in twee faktoren,
waarvan de ene slechts de potentiéle, de andere slechts
de kinetische energie bevat. Einstein vestigt nu in het
bijzonder de aandacht op één der koordinaten, die hij x
noemt, en neemt aan, dat de onderstelde uitwendige kracht
bij deze koordinaat behoort, en dat dus de potentiéle
energie <p alleen van x afhangt. Om het aantal systemen
in het ensemble te vinden, waarvoor deze kodrdinaat tussen
bepaalde grenzen ligt, kan men naar de overige parameters
integreren. Als men onderstelt, dat in de uitdrukking voor
de kinetische energie de koordinaat x niet voorkomt, kan
men de uitkomst dezer integratién met de konstante C tot
één letter samenvatten. Zo vindt men voor het aantal syste-
men, waarbij de beschouwde kodrdinaat waarden heeft tussen
X en x + dx, een uitdrukking van de vorm

LN,
Ce dx= F(x)dx . . . (19)

Na deze voorbereiding geeft Einst ein zich rekenschap
van de wijze, waarop de toestand van het ensemble stationair
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blijft, doordat de veranderingen, die door de Brow n’sche
beweging en door de uitwendige kracht ieder op zichzelf
zouden teweeg gebracht worden, elkaar opheffen. Hij stelt
zich hierbij voor, dat elk dezerveranderingen kan berekend
worden alsof de andere niet bestond. Hij stelt de waarschijn-
likheid, dat * door de Brow n’sche beweging in de tijd t
een verandering ondergaat, waarvan de grootte ligt tussen
Aen A-+~dA, voor door

A(AYAA

en neemt aan, wat werkelik in menig geval zo zijn zal,

*(a)=* (- a)

Wat de werking van de uitwendige kracht betreft, neemt
Einstein aan, dat deze op zichzelf een snelheid x
teweegbrengt, die evenredig is met de grootte van de
kracht. Hij onderstelt dus, dat er zoiets als een wrijvings-
weerstand Dbestaat. In de eindformule komt dan ook de
wrijvingskoéfficient van de omringende vloeistof voor.

Wij vatten nu een bepaalde waarde xO in het oog en
letten op die systemen van het ensemble, bij welke in de
beschouwde tijd t de kodrdinaat x door die waarde heen-
gaat; laat dit in positieve richting bij nz systemen en in
negatieve richting bij systemen plaats hebben. Om n2
te berekenen letten wij op de systemen, bij welke aan het
begin van de tijd t, x tussen

x0—0 en x0— B3+ <3
ligt. -Het aantal daarvan is volgens (19)
F (x0— (3)d/3.

Daar nu van deze stelsels bij diegene, voor welke A> 3
is, de kodrdinaat x in de tijd t door x0 gaat, en de waar-

schijnlikheid hiervoor door

\f/(A)dA
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wordt gegeven, heeft men

l+00 r oo
n2= | F(x0—")d(3l W @)dA.
o\/ y
Op dezelfde wijze vindt men

n3= | F x0-i-R)d@BI $A) A,
0 >
zodat

1400

= | {~(*0-I3)- A (A) NA

wordt.

Ofschoon hier naar (3 van 0 tot co geintegreerd wordt,
leveren, als de tijd t kort genoeg wordt gekozen, slechts
zeer kleine waarden van (3 een merkbare bijdrage tot deze
uitdrukking op; voor de overgrote meerderheid der stelsels
is dan nl. de verandering van x door de Brow n’sche
beweging zeer klein. Men mag daarom schrijven

F(x0-13) — F(x0+ )= —2@F" (x0),
«s—@= —2F" (x0 | (3d(31 \fj(A)dA.
LV

Dit wordt eenvoudiger als men de volgorde der integra-
ties omkeert, waarbij de grenzen van /3 worden: 0 en A
en die van A: 0 en oo.

Er komt ten slotte

%00

—«B@= —F"' (X0 | A2tp(A)dA . . . (20)

Nu volgt echter uit de betekenis van t,(A) voor het
gemiddelde van de tweede macht der verandering A, die
de Brow n’sche beweging in de tijd t in de kodrdinaat x

brengt,
[+« [o%
A2= [ Ax (A)dA= 2| AXA)e2A
—t* ‘0
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en (20) gaat over in
«»-«B = £ ADFF(F) (21)

Het aantal systemen, waarvoor x in de tijd t ten gevolge
van de werking der uitwendige kracht door de waarde x0
gaat, is, wanneer men met B aanduidt de snelheid door
een kracht 1 teweeggebracht,

P=B{JE)IBF(.............. 2)

en wel gaat x naar de negatieve zijde door de waarde x0
als deze uitdrukking positief is, en naar de positieve zijde
als zij negatief is. Men leidt de formule gemakkelijk af

door te bedenken, dat — g/d?s de kracht voorstelt, dus

—B % /a0 de verkregen snelheid en—B 13x t de ver-

andeiing van x. Men moest dus neerschrijven het aantal
stelsels, bij welke aan het begin van de tijd t de kodrdinaat

x ligt tussen x0 en x0--B ) .t en dit wordt, als t
\}x “a0
zeer Klein is, blijkens (19) werkelik door (22) gegeven.
De gelijkstelling van nl en ~ —n3 geeft als voorwaarde

voor de stationaire toestand

waaruit volgt, als men de in (19) uitgedrukte betekenis
van F{x) in aanmerking neemt,

A=Y AB T oo (23)

Het mooie van deze uitkomst is, dat <per geheel uit
wegvalt, zodat men omtrent de ingevoerde uitwendige
kracht elke onderstelling kan maken, die men wil, mits hij
van een potentiaal afhangt.

Bij de toepassing van formule (23) op de translatie



33

van bolvormige korrels schrijft Einstein, de formule
van Stokes gebruikende,

6fi,«

waarin £ de wrijvingskoéfficient is van het suspensiemiddel
en a de straal van het deeltje.

Men krijgt dus voor dit geval (x wordt nu de ko6rdinaat
van een korrel in een willekeurige richting en A de in die
richting bereikte afstand)

D TT i

Po= A BamIEt o (24)

Opmerking verdient reeds dadelik, dat in de formule
slechts de straal van de deeltjes voorkomt, niet hun massa
of enige eigenschap van de zelfstandigheid, waaruit zij
bestaan.

De tweede wijze, waarop men de theorie van Einstein
kan inkleden is deze, dat men zich niet een kanonisch
ensemble voorstelt van systemen, ieder uit één gesuspen-
deerd deeltje bestaande, maar één systeem met een groot
aantal gesuspendeerde deeltjes. Dat dit op hetzelfde neer-
komt, ziet men gemakkelik in. Men heeft als het ware al
de systemen van het kanonisch ensemble tot één verenigd.

Men kan nu hierbij om de gedachten te bepalen voor
de uitwendige kracht de zwaartekracht nemen en onder
x de hoogte verstaan. (Dit bizondere geval hadden wij
ook als toelichting van de vorige beschouwingswijze kun-
nen kiezen).

Er is nu sprake van het aantal deeltjes in de horizontale
laag tussen x en x dx en van het aantal deeltjes, die
door een horizontaal vlak op de hoogte x0 heengaan. De
beide werkingen, die evenwicht met elkaar maken, zijn de
daling onder invlioed der zwaartekracht volgens de wet
van Stokes en de diffusie, die door de Brow n’sche
beweging wordt veroorzaakt en door een vergelijking als

(21) bepaald wordt.
3
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§ 2. Uit het voorgaande blijkt dat men, om de theorie
op de proef te stellen, niet, zooals men bij vroegere proeven
(verg. Hoofdst. I, p. 10 en 12) wel gedaan heeft, moet trachten
de snelheid der beweging te bepalen, maar de in zekere
tijd bereikte afstand, en wel het kwadratisch gemiddelde
daarvan voor een groot aantal deeltjes moet meten.

Perrin heeftinsamenwerkingmet Chaudesaigues
een dergelijk onderzoek verricht met deeltjes, waarvan de
middellijn nauwkeurig bekend was. Zijn eerste proeven
bewezen reeds, dat de formule van Einstein althans bij
benadering juist is. Zijn volgende 1) leverden zelfs een zeer
fraaie overeenstemming met de theorie. Daar men deze onder-
zoekingen kan beschouwen als een definitief bewijs geleverd
te hebben voor de juistheid der opvatting van deBrown-
sche beweging als warmtebeweging en der daarbij gebruikte
hypothesen, zullen zij hier enigszins uitvoerig besproken
worden. In het eerste gedeelte van zijn onderzoek beperkt
Perrin zich tot het verifiéren van de hypothese, dat een
gesuspendeerd deeltje dezelfde gemiddelde kinetische energie
heeft als een gasmolekuul bij dezelfde temperatuur. Hij wendde
zich daartoe tot een verschijnsel, waarbij men uit meetbare
grootheden deze gemiddelde Kkinetische energie kan bere-
kenen. Een zodanig verschijnsel is de dichtheidsverdeling
van gesuspendeerde deeltjes onder invloed van de zwaarte-
kracht. Perrin vond de formule, die de dichtheid als een
functie van de hoogte uitdrukt, door te redeneren, zoals
men dat in het overeenkomstige geval voor de berekening
der verandering van de luchtdruk met de hoogte doet.

Hij beschouwt een vertikale kolom met de oppervlakte-
eenheid tot basis en voert in:

n het aantal gesuspendeerde deeltjes per volume-
eenheid,

") Comptes rendus, 146 (1908), p. 967; 147 (1908), p. 475, 530, 594;
zie ook Ann. de chim. et de phys., (8) 18 (1909), p. 5; Cliaude-
saigues, Comptes rendus, 147(1908), p. 1044.
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h de hoogte van een mwillekeurige doorsnee boven een
vast horizontaal vlak,

m de massa van een deeltje,

ft de massa van het door een deeltje verplaatste sus-
pensiemiddel,

* kT de gemiddelde kinetische energie van een gas-

molekuul en dus volgens de gemaakte onderstelling ook die
van een deeltjé bij de temperatuur T.

De osmotische druk is dan nkT.

Beschouwt men een schijfje met de hoogte dh, loodrecht
op de hoogte uit de beschouwde kolom gesneden, dan wordt
door de formule

n(m—i*)gdh= —k Tdn

uitgedrukt, dat het verschil in osmotische druk op boven-
en grondvlak van het schijfje gelijk is aan het schijnbare
gewicht der deeltjes in het schijfje. Deze vergelijking geeft
bij integratie, wanneer men het aantal deeltjes per volume-
eenheid voor h= 0 n0O noemt,

(m—g)gh=kTlog ("] . . .. (25)

Om met deze formule kT te kunnen berekenen moet
men meten:

1°. Het aantal deeltjes n op verschillende hoogten.

2°. De massa’s m en (&

Deze beide laatste grootheden zijn door Perrin op
verschillende wijzen bepaald.
1) De dichtheid der deeltjes werd bepaald:

a) door indrogen der emulsie en bepaling van de
dichtheid der gevormde glasachtige massa door deze
in gedistilleerd water te brengen en hieraan zolang
KBr toe te voegen, totdat zij in de oplossing zweeft.

b) door bij een bepaalde temperatuur te meten de
massa’s aan water en aan emulsie, die eenzelfde
volume innemen en door indroging de massa te
meten van de in de emulsie gesuspendeerde deeltjes.
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2) Daarna werd de straal der deeltjes bepaald:

a) door op de snelheid, -waarmee zij onder de invloed
der zwaartekracht zinken en die gemeten wordt
door te zien hoeveel tijd er verloopt eer een zeker
deel van de oplossing geheel vrij is van deeltjes,
de wet van Stokes toe te passen.

b) door rechtstreeks de lengte te meten van kleine
staafjes, waartoe een aantal deeltjes, dat gemakkelik
te tellen valt, zich samenvoegt.

c) door gebruik te maken van de reeds bepaalde dicht-
heid. Bij deze methode werd nl. het aantal deeltjes
geteld, aanwezig in een emulsie, die een bekende
hoeveelheid gesuspendeerde stof bevatte.

Dat deze verschillende methoden goed overeenstemmende
resultaten oplevérden, mag men beschouwen als een bewijs
voor dé juistheid van het gebruik van de formule van
Stokes ook in dit geval, waarin de deeltjes zich niet
volgens een rechte lijn in de richting van de op hen werkende
kracht bewegen, maar tegelijkertijd een krioelende beweging
uitvoeren. Hierbij moet worden opgemerkt, dat het boven-
staande alleen bewijst, dat de formule van Stokes opde
rechtlijnige daling mag worden toegepast, niet dat zij ook
voor de krioelende beweging geldt.

De bepaling van n leverde meer moeilikheden. Ten
slotte geschiedde zij door het gezichtsveld zo klein te maken,
dat slechts 5 a 6 deeltjes tegelijk waargenomen werden.
Duizenden aflezingen werden nu gedaan en van de gevonden
aantallen werd het gemiddelde genomen. Dit werd her-
haald op verschillende hoogten in de vloeistofkolom, waarbij
werkelik de door de formule (25) uitgedrukte afname van
dit aantal naar boven toe werd gevonden. Eén enkele der
gevonden uitkomsten moge hier meegedeeld worden:

De dichtheden op de hoogten

5u, 15/x, 25ft, 35it*
stonden tot elkaar als de getallen
100, 43, 22, 10,
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welke weinig verschillen van de getallen
100, 45, 21, 94,
die een meetkundige reeks vormen.

Hiermede was dus ook de juistheid bewezen van de
hypothese omtrent de kinetische energie van een gesuspen-
deerd deeltje.

Uit de waarnemingen werd tevens met formule (25),

. 7
waarin men k vervangen kan door —, de konstante van

Avogadro berekend. De nauwkeurigste serie waar-
nemingen gaf hiervoor
N=705.102 ....ccoeevrrrnennns @
terwijl de overige 6 seriéen als gemiddelde opleverden
iV=69 . 102

Daar alzo aan de juistheid van de onderstellingen, welke
aan de formule van Einstein ten grondslag liggen, niet
meer te twijfelen viel, werd het belang des te groter van
een verifikatie der in formule (24) gevonden grootte voor
de in een zekere tijd door een deeltje bereikte afstand.

Deze verifikatie vormt het tweede gedeelte van het onder-
zoek van Perrin en Chaudesaigues en kan niet
anders dan een zeer mooie genoemd worden.

De korrels werden met een vertikaal staand mikroskoop
waargenomen, zodat men de horizontale projecties van de
verplaatsingen zag. De standen werden met gelijke tussen-
pozen op millimeterpapier opgetekend.

Hier mogen weergegeven worden de uitkomsten, die
Chaudesaigues kreeg met de korrels, waarmee Per -
rin de waarde (a) voor N vond.
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Straal der deeltjes 0,212 [t.

gem. hor. verplaatsing

sekonden in A*10*  JV10-22 N gem
I® serie.
30 89 50,2 66
60 134 1135 59 .
90 142 128 78 78.10
120 152 144 89
2B serie.
30 8,4 45 68
60 11,6 86,6 70,6 .
90 148 140 71 68.10
120 175 195 62

De gemiddelde uitkomst uit alle serieén was
N= 70 . 102
Bij al deze proeven werd gewerkt met korrels van
guttegom.
De proevenwerden daarnadoor Perrin en Dabrowskil)
herhaald met mastiekkorrels (straal der deeltjes 0,52 g).
Deze metingen voerden tot de waarde
iVv=73 . 102
Bizondere vermelding verdienen ook de proeven van
Perrin en Bjerrum 2 over de B row n’schebeweging
in glycerine, waarvan de wrijvingskoéfficient meer dan het
honderdvoud van die van water is. Zij vonden daarbij

2V=64 . 102

Over de verdeling der verplaatsingen van verschillende
grootte volgens de waarschijnlikheidswet werd reeds in
Hoofdst. 11, § 3 gesproken.

8 3. Formule voor de wentelende beweging. De formule
voor het geval, dat een deeltje om één as kan draaien,

) Comptes rendus, 149 (1909), p. 477.
s) Comptes rendus, 152 (1911), p. 1569.



39

verkrijgt men uit (23) door hierin voor B de geschikte
waarde te substitueren. Immers, deze formule geldt voor
iedere parameter o "Wj kiezen daarvoor nu de hoek van
wenteling van uit een zekere nulstand. De in de afleiding
ingevoerde kracht is nu te vervangen door een quasi-elas-
tisch koppel, zodat er een potentiéle energie bestaat, die
een functie van de draaiingshoek x is. In plaats van een
wrijvingskracht heeft men nu een wrijvingskoppel en B is
de hoeksnelheid, die een deeltje krijgt, wanneer het aan
een koppel van de grootte 1 onderworpen is. Men moet
daarom substitueren

D 1_
87r£a8’
zodat men krijgt
D rp Bl
A2—-ﬁ- '4-,?-Iy£a.8-t Coe @6).
§ 4. Ook deze formule heeft Perrin experimenteel op
de proef gesteld 1). Wegens de evenredigheid met :8 was

A2 slechts voor vrij grote korrels, d. w. z. voor korrels met
1(V a 15k middellijn te meten. De rotatie was zichtbaar
door Kleine insluitingen in de bolletjes. Perrin vond
voor de draaiingshoek om een bepaalde as, voor de tijd
van 1 minuut

I/ P=14°5,
en hieruit volgt met behulp van formule (26)

iV=65 . 102

Substitueert men in (26) de vroeger gevonden waarde
N —70,5 . 102 dan vindt men

Ka2=14°.

8 5. Bij de in § 1 gegeven afleiding werd uitdrukkelik
ondersteld, dat de beschouwde parameter niet in de uit-

1) Comptes rendus, 149 (1909), p. B49.
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drukking voor de kinetische energie voorkomt, een voor-
waarde die Klaarblijkelik vervuld is, als men onder x de
hoogte van een korrel of, bij een deeltje, dat om een vaste
as kan wentelen, de draaiingshoek van zekere beginstand
af gerekend, verstaat. Het verdient nu opmerking, dat men,
indien er meer dan één kodrdinaat is, die echter geen van
alle in de uitdrukking voor de Kkinetische energie voor-
komen, voor elk daarvan een formule van de vorm (23)
kan opstellen; bij de afleiding kan men onderstellen, dat
de potentiéle energie pvan al de kodrdinaten  «2___ xn
afhangt.

Aan de voorwaarde, die zooeven wat de kinetische energie
betreft gesteld werd, is voldaan, wanneer de kodrdinaten
slechts zeer weinig veranderen. Dan mag men nl. bij
geschikte keus der kodrdinaten voor de kinetische energie
een som van termen met x*, «2 ---—-met konstante koéffi-
cienten stellen.

Wij denken ons nu weer een kanonisch ensemble, zoals
in 8 1 besproken werd Ha naar de bewegingsmomenten
geintegreerd te hebben, vinden wij voor het aantal stelsels in
de «-dimensionale ruimte, waarvan de kodrdinaten x1.... xn
liggen tussen de grenzen xi en xt -j- dxit x%nx2 dx2enz.

N

- TPU
Ce " "Tdxidx2...dxn= F (*If<2 ... x dxi dx2...dxn (27)

Bij een stationaire toestand zal dit aantal onver-
anderd blijven, zullen dus de veranderingen veroorzaakt
door de ingevoerde uitwendige krachten en door de
Brow n’sehe beweging elkaar opheffen. Dit moeten wij in
een vergelijking uitdrukken. Wij stellen de waarschijnlik-
heid, dat door de Brow n’sche beweging de parameter x|
in de tijd t een verandering ondergaat, waarvan de grootte
ligt tussen \ en At+ d voor door

t//(AD<fAL,
waarbij wij aannemen
= Al).
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Wij beschouwen, nu het element d«2.... dxn van het
vlak «1= xM, liggende aan het punt «2= «20 = *«0
en verstaan onder n2 en n3 de aantallen der systemen, die
tengevolge van de B row n’sche beweging in de tijd t,
resp. in de positieve en de negatieve richting, door dat
vlak heengaan. Wij hebben dan voor die grootheden der-
gelijke formules als in § 1, nl.

¥
F{xw /3, «20see )d0 | \p(At)dAi .data... dxn
-f.?)
P
~,L *20---*no)d/3/{ \p(Aar) A Ared «2eeed,
' y

en wanneer men weer onderstelt, dat in de tijd t de koor-
dinaat xi in de grote meerderheid der systemen zeer weinig
verandert,

CO

_— A )
rnij 2 (/Ia*,)t*]o,,_«nodocz'” docn[ (3dBI \p(Ai)dA1l

0 ‘P
of na omkering van de volgorde der integraties
/~ EN
W—ih= —i A2 — ) dx2...dxn . (28)

iftildjIf . **no

Verder vindt men, als Bt de snelheid at is, die door

een kracht 1, passende bij de kodérdinaat wordt teweeg-

gebracht, voor het aantal systemen, die tengevolge van de

werking der uitwendige kracht in de tijd t door het
element dx2.... dxngaan,

ni=B*(U )  tF (Yo mmw*m)dx2...dxn . (29)

Gelijkstelling van (28) en (29) geeft nu als voorwaarde
voor de stationaire toestand, als men de in (27) opgesloten
waarde van F in aanmerking neemt,

Evenzo is

t V=—a3=A"1r
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Het verdient hierbij opgemerkt te worden, dat in het
meest algemene geval, dat men zich ~denken kan, de
koéfficienten Bi, B%........ van de kodrdinaten Xi __ xn
afhangen; hetzelfde zal dan van A,2 A2, .... gelden. In
eenvoudige gevallen, zoals de in 8§ 1 en 3 besprokene,
worden Bif B2, . en dientengevolge Ad, A22,....
onafhankelik van de kodrdinaten.

8 6. Na deze algemene beschouwing keren wij voor
een ogenblik terug tot bolvormige in een vloeistof zwevende
deeltjes. Daar deze tegelijkertijd een translatie en een
rotatie kunnen uitvoeren, hebben wij voor elk deeltje zes
kodrdinaten te onderscheiden, de rechthoekige kodrdinaten
*i» «» «3 van het middelpunt, en drie hoeken «4, x5 x6,
die op de wentelingen betrekking hebben. Daar de trans-
latiesnelheid door

V *12+ R+ "3
gegeven wordt, komen xt, #2 x3 niet in de uitdrukking
voor de Kinetische energie voor. Op elk dezer kodrdinaten
kan dus de formule (24) worden toegepast, d.w.z. de
formule van Einstein geldt voor de projecties der ver-
plaatsingen op een willekeurig gekozen richting.

Anders is het met «4, x5, x6 gesteld.

Terwijl big wentelingen om een vaste as de draaiings-
hoek niet in de Kkinetische energie voorkomt, is dat bij
deeltjes, die om elke as kunnen draaien, wel met de
draaiingskodrdinaten (de hoeken van Euler bv.) het
geval. Dan is de formule (26) dus niet aanstonds van toe-
passing.

Alleen dan wordt de zaak eenvoudiger als de meerderheid
der deeltjes in de beschouwde tijd slechts zeer weinig
draaien. Men kan nl. de overgang van zekere beginstand
tot een andere, die er oneindig weinig van afwijkt, op
geheel bepaalde wijze ontbinden in oneindig kleine wen-
telingen om de kodrdinaatassen. Neemt men deze wente-
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lingen voor «4, «5, »6, dan is de hoeksnelheid

J[ <42 + 252+ *62,

en komen dus ook #4, <6, «6 niet in de uitdrukking voor
de Kkinetische energie voor. Dientengevolge mag dan op
elk daarvan de formule (26) worden toegepast, terwijl men
bij eindige wentelingen een of andere veel ingewikkeldere
berekening zou moeten gebruiken om uit de waarnemingen
de waarde van A2 te vinden, die in de vergelijking (26)
voorkomt.

Perrin vermeldt niet of hij dit gedaan heeft.

Is dat, zooals wel waarschijnlik is, niet het geval, dan
mag men uit de goede overeenstemming tussen de formule
en de waarnemingen (8 4) besluiten, dat de waargenomen
hoeken nog klein genoeg waren om met hen te handelen,
alsof zij oneindig klein waren, zonder hierdoor al te grove
fouten te maken.

8 7. Het is interessant na te gaan, wat men zien zal,
wanneer de deeltjes geen bolletjes maar ellipsoides zijn.
Laten wij aannemen, dat alle deeltjes gericht zijn en blijven.
Voor de beweging in de richting van een der drie hoofdassen
zal men nu een afgelegde afstand waarnemen, die gegeven
wordt door de formule van Einstein, wanneer men
daarin de juiste waarde voor B substitueert. L