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VoorwoordIn het voorjaar van 1998 werd de syllabus van Dr. P.J.M. Bongaarts gebruikt, aangevuld mettekst die de vele geda
htenexperimenten en fysis
he a
htergronden van de theorie besprak enwaarin 23 opgaven waren verwerkt. Deze opgaven zijn evenzeer een belangrijk onderdeel vande leerstof. De meerderheid van de studenten vond, naast de aanvulling, het detail waarmeede formele aspe
ten werden uitgewerkt in de syllabus van Dr. Bongaarts prettig. Ik hebdaarom besloten dat aspe
t grotendeels te handhaven en de syllabus van Dr. Bongaartssamen met de aanvulling en opgaven uit het voorjaar van 1998 te verwerken tot �e�en geheel.Ik heb van de oorspronkelijke tekst de laatste twee hoofdstukken herzien - daar waar hette formeel �of te te
hnis
h werd - en samengevoegd. Ik ben Dr. Bongaarts dankbaar voorhet bes
hikbaar stellen van de tekst van zijn syllabus en de studenten die het 
ollege in hetvoorjaar van 1998 (en 1999) hebben gevolgd, voor hun 
ommentaren. In het voorjaar van2000 zijn 
orre
tie van typefouten, en vereenvoudigingen op pag. 23 en 24 doorgevoerd.Deze druk (de
ember 2001) bevat een vereenvoudiging in paragraaf 8.1 en de 
orre
tie vansle
hts een enkele drukfout, maar is voor de rest onveranderd van opzet.Naast de syllabus is er ook eenWebpagina, waarin veel extra informatie te vinden is, zoalsextra vraagstukken ter oefening van de stof en uitwerkingen. Het adres van deze Webpagina ishttp://www.lorentz.leidenuniv.nl/vanbaal/relative.html. U wordt sterk aangeradendeze pagina regelmatig te bekijken.Er bestaat een groot aantal leerboeken die ter verdere verdieping van de stof geraadpleegdkunnen worden. Bijv. Spe
ial relativity van A.P. Fren
h (is vers
henen als nederlandsevertaling in de serie Prisma-Te
hni
a, no. 47, Spe
iale relativiteitstheorie, Het spe
trum,1971) en vooral hoofstukken 15-17 van de befaamde Feynman Le
tures on Physi
s Vol.I,Addison-Wesley, 1963. Als een eerste inleiding is het boek Einstein's Mirror van Tony Heyand Patri
k Walters (Cambridge University Press, 1997) aan te bevelen. Hierin komen ook dere
ente inzi
hten ter spraken: van zwarte gaten, superstrings tot .... s
ien
e �
tion. Dit boekhoudt het midden tussen een leerboek en een populair wetens
happelijke verhandeling, maaris vooral nuttig om aan de 
on
eptuele aspe
ten van de theorie te wennen en ter illustratie vande verwevenheid van de relativiteitstheorie met een veelheid van vers
hijnselen in de natuur-en sterrenkunde. Ongenoemd mag ook niet blijven de semi-populaire verhandeling van demeester zelf, Relativiteit, de spe
iale en algemene theorie Albert Einstein, Het Spe
trum,1987. De oorspronkelijke Duitse uitgave is van 1916! En tenslotte, nu we het to
h overpopulaire verhandelingen hebben, waarlijk meesterlijk is het Mr. Tompkins in Paperba
kvan George Gamow, Cambridge University Press, 1965. Wel haast een absolute must vooriedere eerstejaars!
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1 InleidingDe natuurkunde ontwikkelt zi
h over lange perioden geleidelijk; de vooruitgang vindt plaatsin kleine stappen. Zo nu en dan komen er e
hter nieuwe idee�en naar voren die tot e
hterevoluties leiden. In de 20e eeuw zijn er twee van zulke ingrijpende vernieuwingen geweest:de relativiteitstheorie en de quantumtheorie.De quantumtheorie:De quantumtheorie gaf een antwoord op fundamentele vragen die er rond 1900 bestondenin de atoomfysi
a. Een 
entraal probleem was het dis
rete karakter van de atoomspe
tra.De nieuwe theorie, die dit vers
hijnsel op een bevredigende manier verklaarde, werd in 1924als Quantumme
hani
a ge��ntrodu
eerd door S
hr�odinger, Heisenberg en Born. Voorloperswaren Plan
k en Bohr.De te
hnis
he toepassingen van de quantumme
hani
a zijn zeer belangrijk. Zonder quan-tumme
hani
a geen transistoren, geen 
hips en dus geen 
omputers. Ook geen lasers en dusgeen CD-spelers. Zonder de quantumme
hani
a zou de wereld om ons heen er anders uitzien.De quantumme
hani
a is gebaseerd op nieuwe en intrigerende idee�en. Fysis
he voorstel-lingen die vanzelfsprekend lijken moeten we laten varen. Om de quantumme
hani
a goed tebegrijpen moet men bovendien nogal wat wiskunde leren: lineaire algebra, matrix theorieen Fourier analyse.De relativiteitstheorie:Rond 1900 was er ook een fundamenteel fysis
h probleem dat te maken had met de voort-planting van het li
ht. Nauwkeurige experimenten hadden aangetoond dat de li
htsnelheidonafhankelijk was van de bewegingstoestand van de waarnemer. Onderzoekers als Lorentzen Poin
ar�e hadden onafhankelijk van elkaar interessante idee�en hierover geformuleerd. Eenvolledige oplossing van het probleem werd gegeven door de relativiteitstheorie. Deze waseen s
hepping van Albert Einstein. Hij introdu
eerde in een publi
atie in 1905 de Spe
ialeRelativiteitstheorie, waarin hij een nieuwe opvatting gaf van de begrippen ruimte en tijd, envooral van het verband tussen die twee. In 1912 formuleerde hij de Algemene Relativiteit-stheorie, waarin hij zijn idee�en verder uitbreidde en daarbij een nieuwe bes
hrijving van dezwaartekra
ht ontwikkelde.Wat toepassingen betreft is de relativiteitstheorie veel minder belangrijk dan de quan-tumtheorie. In onze alledaagse omgeving zien we er geen gevolgen van. Vers
hillen tusseneen bes
hrijving door middel van de relativiteitstheorie en een met behulp van de niet-relativistis
he me
hani
a treden alleen op in omstandigheden waarbij we te maken hebbenmet extreem hoge snelheden. In de atoom en mole
uulfysi
a is dit nog niet het geval; pasbij de kernfysi
a en de elementaire deeltjes fysi
a, waar het om zeer hoge energie�en en dusook om hoge snelheden gaat, wordt de spe
iale relativiteitstheorie onmisbaar. De grote deel-tjesversnellers zouden niet werken als er bij de 
onstru
tie geen rekening was gehouden metde wetten van de spe
iale relativiteitstheorie. De algemene relativiteitstheorie speelt zelfs3



op dit gebied nog geen rol. Alleen in de astronomie zijn er enkele kleine e�e
ten die experi-menteel aantoonbaar zijn. Opmerkelijk is daarbij vooral de studie aan de dubbelpulsar PSR1913+16 waarbij vele relativistis
he e�e
ten zijn waargenomen, in
lusief het indire
te bewijsvan het bestaan van gravitatiegolven, alles in opmerkelijke overeenstemming met Einsteinsalgemene theorie. J.H. Taylor en R.A. Hulse hebben voor dit werk in 1993 de Nobelprijskregen. Ook bij de stru
tuur van zeer 
ompa
te obje
ten, zoals witte dwergen en neutro-nensterren speelt de relativiteitstheorie een belangrijke rol, een rol die pas e
ht dramatis
hewordt bij zwarte gaten (we zullen daar tijdens het 
ollege een paar korte opmerkingen overmaken). Ook bij de bes
hrijving van het heelal speelt de algemene theorie een belangrijkerol.Los van de fysis
h waarneembare gevolgen heeft de relativiteitstheorie vanaf het begin eengrote aantrekkingskra
ht uitgeoefend door de fraaie en verrassende algemene inzi
hten waarze toe leidde. De algemene relativiteitstheorie, dus de Einsteinse theorie van de gravitatie,vergt meer wiskundige kennis, al zijn er bepaalde aspe
ten - die we op het 
ollege aanzullen stippen, die wel eenvoudig te begrijpen zijn. Voor een goed begrip van de spe
ialerelativiteitstheorie is geen ingewikkelde wiskundige kennis noodzakelijk. Einsteins nieuweinzi
hten in ruimte en tijd, en enkele gevolgen er van, kunnen heel goed worden begrepenmet alleen VWO wiskunde. Dit maakt het mogelijk al in dit eerste studiejaar een inleidingte geven in Einsteins spe
iale relativiteitstheorie. We zullen in deze nieuwe opzet van het
ollege ook uitgebreid stilstaan bij een groot aantal belangrijke geda
htenexperiment - hunverblu�ende eenvoud en het diepe inzi
ht dat daaruit volgt kenmerkt veel van het werk vanEinstein.We maken nog enkele opmerkingen, eerst een algemene opmerking over de relatie tussen\oude" en \nieuwe" theorie�en: In de natuurkunde kan het gebeuren dat men tengevolge vanveranderde inzi
hten en van de resultaten van bepaalde experimenten een nieuwe theorie in-voert die in de plaats komt van een bestaande en tot dusver algemeen aanvaarde theorie. Ditbetekent maar zelden dat de oude theorie \fout" is. Zo is bijvoorbeeld de klassieke me
hani
avan Newton niet \fout" omdat we nu de Einsteinse relativiteitstheorie hebben. De meesteme
hanis
he vers
hijnselen om ons heen worden nog steeds op zeer nauwkeurige manier doorde traditionele Newtonse me
hani
a bes
hreven. We zouden er de relativiteitstheorie wel opmogen en ook kunnen toepassen, want we menen dat deze theorie voor alle vers
hijnselengeldt, maar dat zou ons geen voordeel opleveren; het zou alleen maar nodeloos ingewikkeldzijn. Pas bij vers
hijnselen zoals die optreden in een deeltjesversneller, waar we immers temaken hebben met zeer hoge snelheden, zou de Newtonse me
hani
a verkeerde resultatengeven en moeten we de relativistis
he me
hani
a gebruiken. De nieuwe theorie heeft duseen groter toepassingsgebied - we kunnen zelfs denken dat ze algemeen geldt - maar de oudetheorie behoudt haar waarde voor een kleiner gebied van vers
hijnselen, waar ze gebruiktkan worden als een zeer goede benadering van de nieuwe algemenere theorie.We kunnen zeggen dat in de eerste helft van de 20e eeuw de klassieke me
hani
a in tweevers
hillende ri
htingen is generaliseerd: door de quantumme
hani
a en door de relativiteits-theorie. Ze is op een bepaald gebied voor beide theorie�en nog een zeer goede en bruikbarebenadering. Men kan zi
h afvragen of er miss
hien een nog algemenere theorie is die beidegeneralisaties omvat: Is er een relativistis
he quantumtheorie? Als men zi
h tot de spe-
iale relativiteitstheorie beperkt wordt dit probleem opgelost door de relativistis
he quan-4



tumveldentheorie waarmee bijvoorbeeld Dira
 het bestaan van anti-deeltjes voorspelde; metde algemene theorie erbij is het probleem nog helemaal open - U heeft allemaal wel van desnaartheorie gehoord, die poogt juist dit probleem op te lossen. In de elementaire deeltjesfysi
a wordt het vinden van zo'n theorie die quantumtheorie en algemene relativiteitstheorieverenigt dan ook als de meest belangrijke theoretis
he uitdaging bes
houwd.2 Het Relativiteitsprin
ipeOm de relativiteitstheorie en in het bijzonder de relativistis
he me
hani
a goed te kunnenbegrijpen is het nodig om haar te vergelijken met de niet-relativistis
he me
hani
a. Wemoeten daarbij nagaan wat de vers
hillen maar ook wat de overeenkomsten tussen beidezijn.Wat men nu meestal niet-relativistis
he me
hani
a noemt, was natuurlijk rond 1900gewoon de me
hani
a zonder meer, een als algemeen geldig bes
houwde theorie, gebaseerdop idee�en van Galileo en vooral Newton, en daarna door vele anderen verder uitgewerkt toteen bevredigend en sluitend geheel. We zullen de aanduiding Newtonse me
hani
a gebruiken.De relativistis
he me
hani
a zullen we ook wel Einsteinse me
hani
a noemen.Er is in de natuurkunde een belangrijk algemeen prin
ipe dat betrekking heeft op het ver-band tussen waarnemingen van dezelfde fysis
he vers
hijnselen in vers
hillende 
o�ordinaat-systemen. Het zegt ruwweg dat er op een bepaalde manier geen absoluut onders
heidgemaakt kan worden tussen rust en beweging die re
htlijnig is en 
onstante snelheid heeft.Denk aan de situatie in een rijdende trein: Stel dat we ons in een trein bevinden diemet een 
onstante snelheid over een re
hte spoorbaan rijdt. De rails is een ideale rails; wevoelen geen s
hokken. Zolang we niet naar buiten kijken merken we niets van de snelheidvan de trein. We kunnen in onze trein allerlei me
hanis
he proeven doen. De resultatenbes
hrijven we in termen van een ruimtelijk assenstelsel. Het natuurlijke assenstelsel in onzesituatie is vanzelfsprekend een re
hthoekig stelsel dat met de trein meebeweegt. We vindendan dat alles pre
ies gaat zo als we het gewend zijn; de me
hanis
he wetten ges
hreven inde 
o�ordinaten van dit stelsel hebben de gebruikelijke vorm.Dit prin
ipe is voor het eerst opgemerkt in het kader van de Newtonse me
hani
a. Later ismen het gaan bes
houwen als iets dat geldig zou moeten zijn voor alle fysis
he vers
hijnselen:Men veronderstelt dan algemeen dat de natuurwetten het zelfde zijn in 
o�ordinaatstelselsdie zi
h met eenparige re
htlijnige snelheden ten opzi
hte van elkaar bewegen. Dit prin
ipewordt wel het prin
ipe van de relativiteit van beweging of kortweg het relativiteitsprin
ipegenoemd. In deze zin moeten we dus de Newtonse me
hani
a als \relativistis
h" bes
houwen!In de tweede helft van de 19e eeuw werd door Maxwell een theorie geformuleerd die op eensamenhangende manier alle ele
tromagnetis
he vers
hijnselen bes
hreef. Deze theorie werdnaast de me
hani
a de tweede pijler waarop het gebouw van de klassieke natuurkunde kwamte rusten. Het belangrijkste element in de Maxwellse theorie is het begrip veld. Hiervoorgeldt een stelsel van algemene vergelijkingen. Het bleek dat ook li
ht van ele
tromagnetis
heaard is: Het is een golfbeweging die zi
h volgens de Maxwellse vergelijkingen in het va
uummet een 
onstante snelheid voortplant. Deze snelheid is gemeten en bedraagt ongeveer300.000 km per se
onde. Men zou verwa
hten dat twee waarnemers die zi
h ten opzi
hte vanelkaar bewegen andere snelheden voor het li
ht zouden moeten vinden. Dit blijkt niet zo te5



zijn, zoals ge
on
ludeerd kan worden uit experimenten die in 1887 door Mi
helson en Morleywerden gedaan. We zullen dit verderop uitleggen en laten zien hoe dit op het eerste gezi
htin tegenspraak is met de idee�en a
hter het relativiteitsprin
ipe. Einstein analyseerde dezesituatie en merkte op dat de gebruikelijke interpretatie van het relativiteitsprin
ipe weliswaarerg voor de hand lag, maar to
h niet de enigst mogelijke was. Hij introdu
eerde een nieuweminder vanzelfsprekende interpretatie, waarmee het mogelijk was om de 
ontradi
ties op tehe�en; dit werd het uitgangspunt van zijn spe
iale relativiteitstheorie. We gaan een en andernu in detail bespreken.Samenvattend:De klassieke natuurkunde (de natuurkunde voor ongeveer 1900) bestond uit1. Newtonse me
hani
a2. Maxwellse theorie van het ele
tromagnetisme.Men kende een prin
ipe van de relativiteit van beweging. Het was geldig voor de me
ha-ni
a. Voor het ele
tromagnetisme leidde het tot een 
ontradi
tie. Einstein gaf een nieuweinterpretatie van dit prin
ipe. Hierdoor verdween de 
ontradi
tie en ontstond de spe
ialerelativiteitstheorie3 InertiaalsystemenWe gaan eens wat nauwkeuriger kijken naar de situatie zoals die optreedt bij de rijdendetrein waar we eerder over spraken. Dus twee waarnemers die zi
h ten opzi
hte van elkaareenparig re
htlijnig bewegen. Ieder van de twee waarnemers heeft voor zi
h zelf een ruimtelijkassenstelsel dat met hem meebeweegt. Een natuurlijk assenstelsel is een z.g. Eu
lidis
hassenstelsel, met re
hthoekige ruimtelijke 
o�ordinaten. Voorwerpen kunnen worden gedraaiden vers
hoven; hun meetkundige eigens
happen veranderen daarbij niet; er is in de ruimteom ons heen een evident begrip van lengtes en hoeken. De plaats van de oorsprong van hetassenstelsel doet er niet toe en ook de ri
hting van de assen niet. We nemen aan dat onzebeide waarnemers zi
h ieder in zo'n re
hthoekig assenstelsel bevinden, en dat ze beiden overeen klok van het zelfde type bes
hikken. Ze kunnen dan allebei elementaire metingen doen.Ze kunnen lengtes, tijdsintervallen en dus ook snelheden bepalen. In de situatie waarbij deene waarnemer zi
h in een met 
onstante snelheid rijdende trein bevindt en de andere erbuiten een stationaire positie gekozen heeft, nemen ze allebei het zelfde belangrijke feit waar:Een voorwerp dat aan zi
h zelf wordt overgelaten, d.w.z. waarop geen kra
hten werken,blijft in rust of beweegt zi
h eenparig re
htlijnig. Dit suggereert de volgende de�nitie:Een Eu
lidis
h ruimtelijk 
o�ordinaatstelsel waarin een aan zi
h zelf overgelaten voorwerpin rust blijft of eenparig re
htlijnig beweegt noemen we een inertiaalsysteem.De twee waarnemers bevinden zi
h dus in twee vers
hillende inertiaalsystemen. Voor dewaarnemer in de trein geldt dat zolang de trein met 
onstante snelheid rijdt. Zodra de treinafremt of door een bo
ht gaat beginnen losliggende voorwerpen om hem heen \vanzelf" tebewegen; zijn 
o�ordinaatstelsel is dan g�e�en inertiaalstelsel meer.6



Opmerking: Het begrip inertiaalsysteem is natuurlijk een idealisatie, net zoals begrip-pen als puntmassa, wrijvingsloze beweging, et
. We moeten daarbij allerlei storende om-standigheden wegdenken.Met behulp van het begrip inertiaalsysteem kunnen we nu het al genoemde relativiteits-prin
ipe pre
ieser formuleren:De natuurwetten hebben in elk inertiaalsysteem de zelfde vorm; ze zijn het zelfde.Dit betekent dat alle inertiaalsystemen onderling equivalent zijn. Het betekent ook datbeweging relatief is in de zin dat er geen absoluut onders
heid gemaakt kan worden tussenrust en eenparig re
htlijnige beweging.Bes
houw nu een inertiaalsysteem S met ruimtelijke 
o�ordinaten x, y, z, en daarin eenpuntdeeltje waarop geen kra
hten werken. (We veronderstellen dat er geen zwaartekra
htis). De beweging van het deeltje wordt bes
hreven door de formule~r(t) = ~vt+ ~r(0); (3.1)of uitges
hreven x(t) = vxt+ x(0);y(t) = vyt+ y(0);z(t) = vzt+ z(0); (3.2)met daarin ~v = (vx; vy; vz) een 
onstante snelheid, die eventueel nul mag zijn waardoorde situatie met het deeltje in rust als spe
iaal geval is ingesloten. Stel dat we een tweede
o�ordinaatstelsel S 0 hebben, met ruimtelijke 
o�ordinaten x0, y0, z0, dat zi
h eenparig re
htlij-nig beweegt ten opzi
hte van het stelsel S, en wel met snelheid ~u = (ux; uy; uz). We kunnendan op tijdstip t de 
o�ordinaten x0, y0, z0 uitdrukken in de x, y, z volgensx0 = x� uxt;y0 = y � uyt;z0 = z � uzt;t0 = t; (3.3)We hebben daarbij nog aangenomen dat op het tijdstip t = 0 de oorsprongen van de tweestelsels samenvallen, anders zouden de formules nog 
onstante termen bevatten. We kunnende formules die de beweging van het deeltje bes
hrijven van de 
o�ordinaten x, y, z vertalennaar x0, y0, z0. We krijgenx0(t) = x(t)� uxt = vxt+ x(0)� uxt = (vx � ux)t + x(0);y0(t) = y(t)� uyt = vyt+ y(0)� uyt = (vx � uy)t + y(0);z0(t) = z(t)� uzt = vzt + z(0)� uzt = (vx � uz)t+ z(0); (3.4)dus weer een eenparig re
htlijnige beweging, nu met 
onstante snelheid~v 0 = ~v � ~u = (vx � ux; vy � uy; vz � uz): (3.5)We zien daarmee op de eerste plaats dat ook S 0 een inertiaalstelsel is. In beide stelsels geldende zefde wetten van de me
hani
a. Wij kunnen bijvoorbeeld eenvoudig nagaan dat bij de7



transformatie van S naar S 0 de fundamentele Newtonse wet die de beweging van een deeltjebes
hrijft niet verandert. Deze wet luidt ~F = m~a: (3.6)Daarbij is m de massa van een het deeltje, ~F de kra
ht die er op werkt en ~a de versnellingdie daar het gevolg van is. In S bes
hrijven we de beweging van het deeltje met ~r(t). Daarbijhoren snelheid en versnelling. ~v(t) = d~r(t)dt ; (3.7)~a(t) = d~v(t)dt : (3.8)In S 0 wordt de beweging van het zelfde deeltje bes
hreven met~r 0(t) = ~r(t)� ~ut; (3.9)en dus met snelheid en versnelling~v 0(t) = d~r 0(t)dt = d~r(t)dt � ~u = ~v(t)� ~u; (3.10)~a 0(t) = d~v 0(t)dt = ddt(~v(t)� ~u) = d~v(t)dt = ~a(t): (3.11)Aangezien m en ~F niet veranderen geldt ~F = m~a in S en ~F = m~a 0 in S 0.Transformaties van het type (3.3) noemen we Galilei transformaties. We zeggen datde Newtonse me
hani
a Galilei invariant is.Uit het voorafgaande kunnen we ook nog de volgende algemene 
on
lusie trekken: Eeneenparig re
htlijnige beweging die in een gegeven inertiaalstelsel S een snelheid ~v heeft wordtin een tweede inertiaalstelsel S 0 dat ten opzi
hte van het eerste met een 
onstante snelheid~u beweegt waargenomen als een eenparig re
htlijnige beweging met snelheid ~v � ~u.Voor de algemene relativiteitstheorie kan het relativiteitsprin
ipe uitgebreid worden totde opmerking dat men lokaal geen onders
heid kan maken tussen een versnelling en eengravitatieveld. Dit helpt ook om een inertiaalstelsel iets minder abstra
t te de�ni�eren als hetstelsel van vrije val (m.a.w. er werken geen netto kra
hten). Zo'n stelsel wordt ook wel eenlokaal inertiaalstelsel (of lokaal Lorentz stelsel) genoemd. Een voorbeeld is een ruimtes
hipals de Mir, waar de astronauten geen zwaartekra
ht ondervinden (ze zijn in hun baan omde aarde 
onstant in vrije val - alternatief kan men zeggen dat de zwaartekra
ht wordtopgeheven door de 
entrifugale kra
ht). Er is wel een heel kleine getijdekra
ht, omdat debalans strikt gesproken alleen voor het zwaartepunt van het ruimtes
hip dient (daarnaast iser een \s
hijnkra
ht" t.o.v. het zwaartepunt tengevolge van de 
entrifugale kra
ht). Voorde getijdekra
ht geldt dat deze evenredig is met de afmeting van het ruimtestation, gedeelddoor de derde ma
ht van de afstand tot het 
entrum van de aarde.8



Opgave 1:Bereken de grootte van de residuele kra
ht t.o.v. het zwaartepunt door getijde en 
entrifugalekra
ht mee te nemen. Kies zelf voor de baan van de Mir een realistis
he waarde. U zult nubegrijpen waarom een ruimtes
hip (en een vrij vallende lift) een goede benadering voor eeninertiaalsysteem zijn.In vergelijking (3.3) voor de Galilei transformaties is de fundamentele aanname gemaaktdat t0 = t, m.a.w. dat er een universeel gede�nieerde tijd bestaat (zie ook par. 4). E
htervoor het meten van de tijd op vers
hillende plaatsen moeten we de stand van de klokkenvergelijken en voor het vergelijken moeten we informatie uitwisselen. Dit geldt evenzeer voorhet meten van de lengte van een meetlat. In het dagelijks leven komt deze vergelijking totstand door het pro
es van kijken (naar de wijzers van het uurwerk), maar stel dat we blindwaren, dan moeten we eerst naar de klok om de stand te 
ontroleren. Bij ver verwijderdeklokken kost dat een aanzienlijke tijd en als we na het gelijkzetten van de klokken terug gaannaar onze oorsponkelijke plaats wordt de stand van de klok gededu
eerd door te 
orrigerenvoor de tijd die we nodig hadden om terug te keren op onze plaats. Dat zijn in dit gevalaanzienlijke 
orre
ties waarvoor we pre
ies moeten weten wat onze snelheid was. Zo ookmoeten we dus pre
ies weten wat de snelheid van het li
ht is. Als deze oneindig is, kunnenwe klokken instantaan gelijk zetten.Het was Ole Roemer die in 1676 voor het eerst aantoonde dat li
ht een eindige snelheidheeft. Hij dedu
eerde dit door zorgvuldig het tijdstip bij te houden, waarop de maan Iobinnentreedt in de s
haduw van de planeet Jupiter, waar Io in 1,77 dagen omheen loopt.Door de situatie tijdens oppositie (waar de aarde tussen zon en Jupiter in staat) en 
onjun
tie(waar de zon tussen aarde en Jupiter staat - en we dus Jupiter maar moeizaam kunnenwaarnemen) met elkaar te vergelijken ontdekte Roemer dat er een dis
repantie was dieverklaard kon worden door aan te nemen dat het li
ht er 
a. 22 minuten voor nodig hadom de aardbaan te doorkruisen, oftewel een afstand af te leggen van 2 A.E. (Astronomis
heEenheden). Met 1 A.E. de gemiddelde afstand van de aarde tot de zon, bepaald op 
a. 150miljoen km, kwam Christiaan Huygens twee jaar later uit op een snelheid van 200.000 km/s.In feite is de snelheid van het li
ht 
a. 300.000 km/s, zodat Roemer een systematis
he fouthad (in werkelijkheid heeft het li
ht 16 �a 17 minuten nodig om de aardbaan te doorkruisen).Opgave 2:Als we de tijd meten waarop Io samenvalt met de rand van Jupiter, laat dan zien dat zonderrekening te houden met de eindigheid van de li
htsnelheid, er ook een tijdsvers
hil optreedtals de aarde zi
h midden tussen oppositie en 
onjugatie bevindt, en dat dit tijdsvers
hil (metoppositie of 
onjugatie) op kan lopen tot 
a. 1,3 uur (zowel voor als a
hter). De afstand vanJupiter tot de zon bedraagt 5,2 A.E. (we nemen voor het gemak alle banen 
irkelvormig).Tot zover hebben we alleen gekeken naar de me
hani
a. Nu het ele
tromagnetisme. Li
htis een golfvers
hijnsel van ele
tromagnetis
he aard, dat zi
h volgens een uit de Maxwellvergelijkingen afgeleide golfvergelijking voortplant. Vanuit een 
entrale li
htbron breidt hetli
ht zi
h bolvormig naar alle kanten uit. De punten van het gol�ront bewegen zi
h daarbijvolgens re
hte lijnen. Dit zijn de li
htstralen. Li
ht in deze zin beweegt zi
h dus re
htlijnig9



en met een snelheid die volgens de Maxwell vergelijkingen in va
uum een zeer bepaalde 
on-stante waarde heeft. Als het relativiteitsprin
ipe ook voor de Maxwelltheorie geldt moetende Maxwellvergelijkingen in S en S 0 dezelfde gedaante hebben. Daaruit zou weer volgendat een li
htstraal in S en S 0 dezelfde snelheid heeft. Dit is duidelijk in strijd met de hi-erboven uitgesproken algemene 
on
lusie. We gaan hier nader op in. Al in het begin vande 19e eeuw was men, vooral op grond van waargenomen buigings en interferentie e�e
ten,tot de overtuiging gekomen dat li
ht een golfvers
hijnsel was. De golftheorie van het li
htkreeg een verdere expli
iete vorm binnen de algemene theorie van het ele
tromagnetisme diein 1864 door J.C. Maxwell werd geformuleerd. Li
ht was een ele
tromagnetis
he golf, metvoor ieder medium en ook voor het va
uum een vaste voortplantingssnelheid. Een voor dehand liggende vraag was wat de drager van deze golven was. Watergolven zijn golven inwater, geluidsgolven planten zi
h voort in lu
ht of in een andere stof. Li
htgolven plantenzi
h daarentegen ook voort in het lu
htledige. Dit leidde tot de veronderstelling dat er eenuniverseel medium was, overal aanwezig, ook in het va
uum, dat als drager voor de ele
tro-magnetis
he golven fungeerde. Dit hypothetis
he zeer ijle medium noemde men de ether.De 
onstante li
htsnelheid in het va
uum, die door de vergelijkingen van Maxwell voorspeldwerd, was dan de voortplantingssnelheid ten opzi
hte van de ether. De aanwezigheid vandeze ether, die een absolute standaard voor rust en beweging introdu
eerde, ging wel integen het relativiteitsprin
ipe, waaraan de Newtonse me
hani
a voldeed. Niet alle inertiaal-systemen waren meer equivalent; er was �e�en spe
iaal systeem, namelijk het systeem bepaalddoor de ether. Men da
ht daarbij dat dit in de een of andere zin werd vastgelegd door hetgeheel van de vaste sterren in het heelal. De aarde, de zon en het planetenstelsel zouden zi
hdan bewegen ten opzi
hte van de ether. Deze beweging zou experimenteel kunnen wordenvastgesteld. Dit was het doel van een vernuftig en zeer nauwkeurig experiment dat in 1881door de Amerikaanse fysi
us A.A. Mi
helson alleen en in 1887 samen met zijn landgenootE.W. Morley werd uitgevoerd.We vatten nog even samen: Op zi
h hoeft het eindig zijn van de li
htsnelheid geenprobleem op te leveren met de Galilei invariantie, zolang het li
ht zi
h gedraagt zoals we vangolven zouden verwa
hten: ze planten zi
h voort in een medium en dat medium de�nieerthet referentiekader waaraan we alle beweging kunnen relateren. Voor geluids- en watergolvenhangt de golfsnelheid niet af van de snelheid van de bron, maar wel van die van de waarnemert.o.v. van het medium (uiteraard hangt de frequentie wel af van de snelheid van de bron,zoals we ook later bij het dopplere�e
t voor li
ht zullen bespreken). Het is e
hter de vraagof li
htgolven zi
h werkelijk gedragen als geluidsgolven, d.w.z. of er e
ht een ether bestaat.Het experiment van Mi
helsen en Morley heeft aangetoond dat er inderdaad geen ether is (ofdat het li
ht zi
h er niets van aantrekt). Het is een ietwat vreemde mis
on
eptie geweest tedenken dat li
htgolven een ether nodig hebben. De Maxwellvergelijkingen bes
hrijven dezegolven in va
uum zonder �e�en porbleem, waar het prin
ipe gebaseerd is op het feit dat eentijdsafhankelijk ele
tris
h veld een tijdsafhankelijk magnetis
h veld genereert, wat op zijnbeurt weer een tijdsafhankelijk ele
tris
h veld genereert en zi
h alsdus voortplant. Hiervooris de tussenkomst van een medium niet nodig.V�o�or de bespreking van het Mi
helson en Morley experiment is het dan ook mogelijkom al aan te geven dat de Maxwell theorie kuren vertoont als we een Galilei transformatietoepassen. Het was deels om deze kuren te omzeilen dat Lorentz zijn nu beroemde transfor-10



matie introdu
eerde, zodanig dat de Maxwellvergelijkingen eronder invariant zijn (Lorentzheeft er niet de algemene geldigheid, met haar 
onsequenties voor ruimte en tijd, in onder-kend en het was Einstein die het onderliggende prin
ipe bloot heeft weten te leggen). Aan eenheel eenvoudig voorbeeld kunnen we zien dat er inderdaad bij ele
tromagnetisme problemenmet de Galilei invariantie optreden.Bes
houw hiertoe twee deeltjes met lading q op een afstand r die een Coulomb afstotingvoelen ter grootte van F = q2=(4��or2). Door een bewegende waarnemer wordt naast deCoulomb afstoting e
hter ook een aantrekkende kra
ht gezien, die samenhangt met het feitdat een bewegende lading een ele
tris
he stroom representeert en dat twee evenwijdig stromenelkaar aantrekken. Deze aantrekkingswet vormt de de�nitie van de Amp�ere, die luidt dat dekra
ht die een stroomdraad per meter ondervindt van een daaraan evenwijdige stroomdraadmet dezelfde stroomsterkte I op een afstand van een meter pre
ies een kra
ht van 2:10�7Nondervindt indien I = 1A. Als het goed is kent U deze wet nog van de middelbare s
hool,FA = �oI2=(2�r). Wat heeft dat met ons probleem hier te maken zult U zi
h afvragen?Immers bij een stroomdraad wordt ten eerste de Coulomb afstoting afges
hermd, doordatde stroomdraad neutraal is (alleen de negatief geladen ele
tronen worden getransporteerd).Verder is de stroom qv lokaal, en strekt deze zi
h niet uit langs een hele draad. De kra
htis in dit geval dan ook niet evenredig met 1=r, maar met 1=r2, Fs = �oq2v2=(4�r2). Netals bij de stroomdraden wordt deze aantrekkende kra
ht, geri
ht langs de verbindingslijntussen de twee bewegende ladingen, veroorzaakt door het feit dat een bewegend ele
tris
hveld een magnetis
h veld veroorzaakt en dat de andere bewegende lading een Lorentz kra
htondervindt tengevolge van dit magneetveld.Opgave 3:Laat zien dat uit Fs = �oq1v1q2v2=(4�r212) (geri
ht langs de verbindingslijn tussen de tweeladingen met als afstand r12 tussen deze ladingen) de wet van Amp�ere volgt. Gebruik hierbij
y=0 y

r Fs

1

2I

I

dat de stroomdraden opgebouwd kunnen worden uit bewegende ladingspakketjes, qv = I�`,zodat de kra
ht die de stroom I1 op een stukje stroomdraad ter lengte �`1 voelt ten gevolgevan de stroomdraad I2 gegeven wordt doorF = Z 1�1 dy �orI1I2�`1=(4�(r2 + y2)3=2)(Hierin speelt dus I2dy de rol van q2v2 en wordt de totale kra
ht verkregen door alle stukjesdy bij elkaar op te tellen - te integreren dus).Nu we ons verzekerd hebben van de juistheid van de extra aantrekkende kra
ht, 
on-
luderen we dus dat de bewegende waarnemer een totale kra
ht ziet die gegeven wordt doorFv = (1 � v2=
2)F , waar F de kra
ht in het ruststelsel (de Coulomb kra
ht) is. Dit is nietwat we van een Galilei transformatie zouden verwa
hten.11



We hebben de opstelling van het Mi
helson en Morley experiment s
hematis
h voorgesteldin �guur 3.1. Het li
ht van een ster A komt het apparaat binnen en valt op een s
huin
d

d

K

A

S

S

1

2G

�guur 3.1geplaatste glazen plaat G die met een gedeeltelijk doorlatende metaallaag is bedekt. Dehelft van het li
ht wordt onder een hoek van 90 graden gere
e
teerd, gaat naar de spiegelS1, wordt daar teruggekaatst en keert weer bij de glasplaat G terug. De andere helft gaatongehinderd door G heen, wordt vervolgens door de spiegel S2 teruggekaatst en komt ookweer bij G terug. Er ontstaat een interferentie e�e
t dat met behulp van een kijker K kanworden waargenomen. De twee armen van deze z.g. Mi
helson interferometer zijn even lang.Het apparaat kan tijdens het experiment nog over een hoek van 90 graden worden gedraaid,waardoor de rol van beide armen verwisseld wordt. De interferometer beweegt zi
h met deaarde in een baan om de zon, met een snelheid van ongeveer 30 km/s. Afhankelijk van depositie van de aarde in haar baan, dus van de tijd van het jaar, kan deze snelheid naar de stertoe of er vandaan geri
ht zijn. Volgens de hypothese die men met dit experiment wil testen,heeft het li
ht een 
onstante snelheid ten opzi
hte van de ether en beweegt het meetapparaatzi
h door de ether daartegen in of in de zelfde ri
hting mee. In beide gevallen betekent ditdat de snelheid van het li
ht in het apparaat langs de as naar S1 en terug, en in transversaleri
hting naar S2 en terug, vers
hillend zijn en dat dus de optis
he weglengten langs beidearmen vers
hillend zijn. De nauwkeurigheid van het experiment is ruim voldoende om hetinterferentie e�e
t te meten dat hiervan het gevolg zou zijn.Het Mi
helson-Morley experiment heeft afgerekend met het idee van de ether. Hetbeoogde e�e
t werd niet waargenomen, zoiets heet een nulresultaat. In de praktijk werdin plaats van sterli
ht een aan de opstelling bevestigde li
htbron gebruikt, immers de snel-heid van de bron beinvloedt in een ethertheorie de li
htsnelheid niet. Stel nu dat we de ethervergelijken met een rivier, die horizontaal naar links een stroomsnelheid heeft van 3 m/s.De fotonen die tussen het halfdoorlatende spiegeltje G en de spiegels S1 en S2 heen en weerlopen kunnen we vergelijken met een speedboat, die we een snelheid van 5 m/s geven. Alswe beide afstanden 100 m veronderstellen, dan is de vraag welke boot het eerste terug is bijde spiegel G. Voor de boot die bij S2 keert is de verstreken tijd 100=2 + 100=8s=50+ 12; 5s(op de heenreis is het tegen de stroom in ploeteren met een snelheid van 2 m/s, terwijl opde terugreis een 
itsende 8 m/s wordt bereikt). Voor de boot die bij S1 keert, kost het watmoeite om niet met de stroom af te drijven en moet de boot zijn steven dus in de ri
hting12



van de stroom draaien, pre
ies zodanig dat de snelheids
omponent geri
ht tegen de stroomin 3 m/s bedraagt. Er blijft dan dus gebruikmakende van de stelling van Pythagoras sle
hts4 m/s over voor het a
eggen van de te overbruggen afstand. De verstreken tijd is nu dus2 � 100=4s = 50s, ruims
hoots sneller dan de andere boot.Als we nu de snelheid van de boot vervangen door de li
htsnelheid 
, de stroomsnelheiddoor de snelheid v van de ether en de af te leggen afstand door d, dan kost de reis van Gnaar S2 en terug 2
d=(
2� v2)s en de reis van G naar S1 en terug, dwars op de ri
hting vande ether, kost 2d=p
2 � v2s. Van te voren kon men niet weten hoe hard en uit welke ri
htingde ether zou waaien. Het zou dus toevallig op de dag van meting windstil geweest kunnenzijn. E
hter de aarde beweegt om de zon met een snelheid van 30 km/s, zodat er sle
htsop een heel bepaalde dag van het jaar mogelijk geen etherwind is (die dan zelf ook 30 km/st.o.v. de zon moet bedragen, uiteraard ervan uitgaande dat het etherweer stabiel is overde tijdsduur van een jaar). Het nulresultaat was totaal onverwa
ht en het verhaal gaat datMi
helson, toen al een beroemd experimentator, voor elkaar heeft gekregen op een dag in1887 in Cleveland Ohio al het tramverkeer stil te leggen om de trillingen in de interferometerte minimaliseren!Lorentz en FitzGerald hebben onafhankelijk van elkaar geprobeerd het nulresultaat teverklaren door aan te nemen dat de interferometerarm, die in de ri
hting van de etherwindwijst, een 
ontra
tie ondergaat met een fa
tor q1� v2=
2. Als de arm niet pre
ies in deri
hting van de etherwind wijst, moet men voor v de 
omponent in de ri
hting van de armnemen bij het berekenen van de 
ontra
tie. De volgende opgave (gebaseerd op een experimentuit 1932 door Kennedy en Thorndike) laat zien dat voor gelijke armen dit inderdaad hetnulresultaat verklaart, maar dat zodra de armen van ongelijke lengte zijn er ook met deLorentz-FitzGerald 
ontra
tie een variatie t.g.v. de etherwind te verwa
hten is.Opgave 4:Laat zien dat voor een interferometer met armen van lengte d1 en d2, waarbij de etherwindeen hoek � met de eerste arm maakt, het tijdsvers
hil voor de looptijd in de twee armen,die verondersteld worden een 
ontra
tie te ondergaan bepaald door de snelheids
omponentgeri
ht langs de armen, de volgende afhankelijkheid van � en v vertoont:2
�1(1� v2=
2)�1(d1 � d2)q1� v2 
os2�=
2q1� v2 sin 2�=
2:Merk op dat dit tijdsvers
hil inderdaad verdwijnt bij een interferometer met gelijke armen!Naast de 
ontra
tie van lengte heeft men ook een zg. tijdsdilatie nodig, maar op hetmoment dat we die ook in rekening brengen kunnen we het resultaat ook samenvatten zoalsEinstein dat deed, en strikt gesproken Maxwell ons al die tijd heeft proberen te vertellen:Het li
htpostulaat:De li
htsnelheid heeft in ieder (lokaal) inertiaalstelsel dezelfde waarde.Door de toevoeging van het woord lokaal geldt dit postulaat ook in de aanwezigheid vangravitatie! 13



Dus voor Einstein betekende het nulresultaat dat de ether moest worden opgegevenen dat men van de voortplanting van li
ht, en van ele
tromagnetis
he vers
hijnselen in hetalgemeen, alleen kon zeggen dat de voortplantingssnelheid in ieder inertiaalsysteem de zelfdewas. Het relativiteitsprin
ipe gold dus ook voor deze vers
hijnselen; het moest een algemeengeldig fysi
h prin
ipe zijn. De s
hijnbare dis
repantie tussen het relativiteitsprin
ipe en het
onstant zijn van de li
htsnelheid zou moeten worden opgeheven door de overgang tussentwee inertiaalsystemen op een nieuwe manier te bes
hrijven.We vatten het voorafgaande nog even kort samen: Uit Maxwell's algemene theorie vanhet ele
tromagnetisme en de experimenten van Mi
helson en Morley volgt dat li
ht eenele
tromagnetis
h golfvers
hijnsel is dat zi
h in een inertiaalstelsel met een 
onstante snelheidvoortplant. In va
uum is dat ongeveer 300.000 km/s, om iets pre
iezer te zijn 299.793 km/s.Dit is een natuur
onstante die men 
 noemt. Op grond van de eerder gegeven redeneringover het verband tussen de snelheden van een bewegend deeltje waargenomen in vers
hillendeinertiaalsystemen zou men een ander resultaat verwa
ht hebben: Als een li
htgolf zi
h ininertiaalstelsel S met snelheid 
~e beweegt, met ~e een eenheidsve
tor, dan zou die zelfde golfin een tweede stelsel S 0, dat zi
h t.o.v. S met een snelheid ~u beweegt, de snelheid 
~e�~u, dusmet grootte j
~e � ~uj, moeten hebben. Deze paradox is door Einstein opgelost met behulpvan zijn spe
iale relativiteitstheorie. De grondgeda
hte daarbij is een nieuwe en nu algemeenaanvaarde interpretatie van het relativiteitsprin
ipe, met andere transformatieformules voorde relatie tussen twee inertiaalstelsels. Dit gaan we in het volgende hoofdstuk uiteenzetten.4 Lorentz transformatiesDe traditionele interpretatie van het relativiteitsprin
ipe, zoals we dat hebben besproken iserg voor de hand liggend, maar niettemin to
h onjuist. In de gebruikte transformatieformulesis als vanzelfsprekend aangenomen dat de tijd in S en S 0 het zelfde is. De nieuwe 
o�ordinatenx0, y0 en z0 zijn lineaire fun
ties van de oude 
o�ordinaten x, y en z en de tijd t. Voor denieuwe tijd t0 hebben we gewoon t0 = t genomen. Om hier de nadruk op te leggen hebbenwe dit in (3.3) voor de Galilei transformatie expli
iet vermeld. Merk op dat dit een lineairetransformatie van vier variabelen naar vier nieuwe variabelen is.Als we algemeen zouden zoeken naar een lineaire transformatie (x; y; z; t)! (x0; y0; z0; t0),met de eigens
hap dat eenparige re
htlijnige bewegingen weer in eenparige re
htlijnige beweg-ingen overgaan, dan zou de 
onditie t0 = t ervoor zorgen dat we op de Galilei transformatieszouden uitkomen. Als we de eis t0 = t laten vallen en toelaten dat de nieuwe tijd t0 nietalleen van de oude tijd t maar ook van de oude ruimte 
o�ordinaten x, y en z afhangt zijn erook andere mogelijkheden. Het betekent dat we tijd en ruimte niet langer als afzonderlijkebegrippen opvatten, maar dat we denken aan een 4-dimensionale \ruimte-tijd". Dit is deessentie van de geda
htengang van Einstein.Het beroemde geda
htenexperiment van Einstein met de rijdende trein - die ook alsvoorbeeld dienst doet om aan te duiden dat eenparige beweging een relatief begrip is (en wieheeft niet die sensatie van verwarring gehad om te besluiten of de trein nu wel of niet rijdtals U alleen maar de trein naast U kan zien) - laat zien dat gelijktijdigheid, in de Newtonsetheorie nog zo vanzelfsprekend, met een waarnemer-onafhankelijke li
htsnelheid plots geheelop zijn kop wordt gezet. Laat hiertoe een li
ht
its vanuit het midden van de trein naar14



beide kanten zi
h uitspreiden. Voor een waarnemer in de trein bereikt het li
ht de voor- ena
hterkant van de trein pre
ies gelijktijdig, maar voor een waarnemer op het perron wordtde a
hterkant eerder bereikt dan de voorkant, zoals U eenvoudig nagaat gebruikmakendevan het feit dat ook voor de waarnemer op het perron het li
ht zi
h met de snelheid 
voortbeweegt!
L

v ∆

v

In  rust In  beweging

De  lichtklok

t’�guur 4.1Evenzeer kunnen we de zg. tijdsdilatatie op uiterst eenvoudige wijze demonstreren. Wegebruiken hierbij een zg. li
htklok die bestaat uit een ontvanger/zender met erboven, opeen afstand L, een spiegel. De tijd verstreken tussen het zenden en ontvangen, na re
e
tietegen de spiegel, van een foton kunnen we als �e�en tijdseenheid bes
houwen. Noem deze�t = 2L=
. Anderzijds, voor een bewegende waarnemer (loodre
ht op de verbinding tussenspiegel en zender/ontvanger, die dus geen 
ontra
tie ondervindt) geldt nog steeds dezelfdesnelheid van het li
ht, maar bes
hrijft dit nu de weg van een driehoek met een basis v�t0 eneen hoogte L. De verstreken tijd �t0 tussen het zenden en ontvangen van een foton, zoalswaargenomen door de bewegende waarnemer is nu evenzo de totale afgelegde weg van hetfoton gedeeld door de li
htsnelheid, dus 
�t0 = 2qL2 + (v�t0=2)2. Aangezien L = 
�t=2vinden we nu eenvoudig de beroemde tijdsdilatatie�t0 = �t=q1� v2=
2: (4.1). De tijdsdilatie is bevestigd in experimenten waar de 
osmis
he straling wordt bestudeerd.Hoog in de atmosfeer, op een hoogte van 
a. 10km, komt 
osmis
he straling (zeer hoog-energetis
he fotonen of snelle deeltjes) in botsing met de lu
ht en vinden er kernreakties (enverstrooiing) plaats. Dat is maar goed ook, want zeer harde straling is niet gezond voor mensen dier. Een van de deeltjes die bij zo'n rea
tie in grote hoeveelheden worden geprodu
eerdis het muon, dit is een zwaardere uitvoering van het ele
tron met een massa van 
a. 206,77maal de massa van het ele
tron. Het muon is zelf instabiel en valt in 
a. � = 2; 2 � 10�6sweer uiteen in bijv. een ele
tron en twee neutrino's. Op basis van de Newtonse me
hani
azou, zelfs bij een snelheid van het muon die di
ht tegen de li
htsnelheid zit, het muonsle
hts 660 meter a
eggen voordat het vervalt (strikt gesproken verloopt het verval met eenkansverdeling die bes
hreven wordt door een e-ma
ht, e�t=� ). Na 10km zijn dan praktis
h allemuonen vervallen, maar dit is in tegenspraak met de waarnemingen. Vanuit het standpuntvan de waarnemer verloopt het vervalspro
es van een bewegend muon e
hter met een tijd15



� 0 = �=q1� v2=
2 en bij een snelheid v = 0; 998
 is de afgelegde afstand gelijk aan de teoverbruggen afstand van 10km. Hoe di
hter de snelheid van het muon de snelheid van hetli
ht nadert hoe meer muonen nog niet vervallen zijn voordat ze het aardoppervlak bereiken.Vanuit het oogpunt van het muon wordt de afstand tot het aardoppervlak verkort met eenfa
tor q1� v2=
2 en hoeft het dus bij een snelheid van 0; 998
, inplaats van de 10km, maar660m te overbruggen. De 
on
lusie is in beide gevallen dezelfde; door relativistis
he e�e
tenkan het muon het aardoppervlak bereiken voordat het is vervallen. Ook in deeltjesversnellers,waar snelheden di
ht bij die van het li
ht worden bereikt, leven onstabiele deeltjes aanzienlijklanger dan in rust. Men heeft dan ook plannen om 
irkelvormige versnellers te bouwenwaarin muonen versneld worden. Het grote voordeel is dat het energieverlies dat optreedtdoor de remstraling in een 
irkelvormige baan evenredig is met E2=m4. Bij gelijke energievan het deeltje, verliest een ele
tron maar liefst 1.6 miljard maal meer energie dan een muon.Uiteraard moeten de muonen gemaakt worden met zeer grote snelheid, want anders zijn zevervallen voordat ze versneld kunnen worden. Men is nu op een punt gekomen waar zo'nmuonversneller te
hnis
h haalbaar lijkt.Nu het duidelijk is dat tijdsdilatatie ook werkelijk experimenteel is aangetoond moeten weons afvragen of het voor ieder soort klok apart moet worden ge
ontroleerd. Dat zou uiteraardeen ramp zijn en het doel van een fysi
us is altijd wetten op te stellen die zo universeelmogelijk zijn, zodat ze ook een maximaal voorspellende waarde hebben. Die universaliteitvan de de tijdsdilatatie is e
hter heel eenvoudig aan te tonen. Bijv. kunnen we i.p.v. deli
htklok een tennisklok maken, waarbij een tennisbal tegen de spiegel terugkaatst. Als wehet zo inri
hten dat de tennisbal terug is gekeerd, nadat het li
ht een geheel aantal keren,zeg n, heen en weer is gegaan (we kiezen n voldoende groot om te zorgen dat de tennisbaleen realistis
he snelheid nodig heeft en we verwaarlozen uiteraard energieverliezen). Omdateen gebeurtenis op dezelfde tijd en dezelfde plaats (het samenvallen van de terugkeer vande tennisbal en het foton - na n re
e
ties) in ieder stelsel natuurlijk hetzelfde is (alleengelijktijdigheid voor gebeurtenissen op vers
hillende plaatsen is niet langer gegarandeerd),zullen deze twee klokken in ieder stelsel gelijk lopen. Dit geldt uiteraard ook voor klokkendie op een heel ander prin
ipe rusten, waarbij we via een wijzerplaat de klokken op dezelfdeplaats met elkaar kunnen vergelijken. Dus de tijdsdilatatie is universeel en het is niet eeneigens
hap van de klok maar van de tijd die tot tijdsdilatatie aanleiding geeft.Voordat we de Lorentz transformatie bespreken geven we nog een eenvoudige a
eidingvoor de regels van het optellen van snelheden. Dat ook hier iets bijzonders gebeurt is direktduidelijk uit het li
htpostulaat.Opgave 5:Beredeneer waarom bij het optellen van een willekeurige snelheid bij de li
htsnelheid, wealtijd weer de li
htsnelheid moeten krijgen.Het toepassen van de Newtonse regels op dit feit zou leiden tot de vergelijking 
 = 
+ u,voor willekeurige u, en dit zou alleen kunnen als 
 oneindig is, in tegenspraak met de feiten.Om te zien hoe snelheden optellen, bes
houwen we een zeer elegant geda
htenexperiment vanN.D. Mermin. Hierbij wordt a
hter in een rijdende trein tegelijk een li
ht
its en een kogel(met snelheid v) naar de voorkant ges
hoten. Het li
ht wordt gere
e
teerd aan een spiegel op16



de voorwand en ontmoet de kogel op een fra
tie f van de totale lengte van de trein. De fra
tief geeft een gebeurtenis die samenvalt in ruimte en tijd (de kogel ontmoet het terugkerendefoton) en zal door waarnemers die t.o.v. de trein bewegen als dezelfde gemeten worden. Laatde trein met een snelheid u t.o.v. een waarnemer bewegen (de waarnemer beweegt dus meteen snelheid �u t.o.v. de trein). We berekenen nu wat voor die waarnemer f is. De snelheid
d

d.f

u

v (of  w)�guur 4.2van de kogel in de trein, t.o.v. van de waarnemer buiten, noemen we w, en de lengte van detrein zoals door de waarnemer gemeten noemen we d (de waarde van d zelf is niet relevant,maar als U wilt kunt U d = Lq1� u2=
2 nemen, met L de lengte van de trein in rust). Wevinden nu w(T1 + T2) = 
(T1 � T2), zijnde de netto afstand gemeten vanaf de a
hterkanttot het punt waar kogel en foton elkaar ontmoeten. Hieruit volgt T2=T1 = (
� w)=(
+ w).Anderzijds geldt ook dat 
T1 = d + uT1, zijnde de afstand die het foton tot het punt vanre
e
tie a
egt. Evenzo is de afstand van de spiegel tot het ontmoetingspunt met de kogelgegeven door 
T2 = fd� uT2. Hieruit is d te elimineren en volgt T2=T1 = f(
� u)=(
+ u).Het gelijkstellen van deze twee uitdrukkingen voor T2=T1 leidt totf = f(u; w) = (
+ u)(
� w)(
� u)(
+ w) :Deze a
eiding geldt voor iedere waarnemer, i.h.b. voor een waarnemer die met de treinmeereist. Voor deze waarnemer moet u = 0 en w = v worden genomen, en geldt f =f(0; v) = (
� v)=(
+ v). Omdat f voor beide waarnemers hetzelfde moet zijn volgt dus deuitdrukking voor w, die leidt tot het \optellen" van de snelheden u en v:w = u+ v1 + uv=
2 : (4.2)4.1 Ruimte-tijd plaatjesIn een inertiaalsysteem wordt de 4-dimensionale \ruimte-tijd" opgesplitst in tijd engewone ruimte; in vers
hillende inertiaalsystemen gebeurt dit op vers
hillende manierenen daardoor worden in de transformatieformules tussen inertiaalsystemen ruimte- en tijd-
o�ordinaten gemengd. Om dit te begrijpen gaan we ruimte-tijd plaatjes tekenen. Het gaatons om de relatie tussen tijd en ruimte, niet om de relatie tussen ruimte
o�ordinaten onder-ling. We kunnen daarom 2-dimensionale plaatjes gebruiken, met een t-as en �e�en ruimtelijkeas, bijvoorbeeld de x-as.Een punt (x0; t0) in een plaatje als �guur 4.3 stelt een gebeurtenis voor. (De y- en z-
o�or-17



dinaten zijn natuurlijk niet getekend). Een lijn bes
hrijft de historie van een puntdeeltje.We noemen zo'n lijn een wereldlijn of levenslijn. We tekenen in �guur 4.4, 4.5 en 4.6 enkele
t-as

x-as

t=t

x=x

(x  ,t  )

t-as

x-as x=xo

o

o

oo

β

(1) (2)

�guur 4.3 �guur 4.4wereldlijnen van op vers
hillende manier bewegende puntdeeltjes:(1) Een deeltje in rust op x = x0.(2) Een eenparig re
hlijnig bewegend deeltje met snelheid v = 
otg�. Het is duidelijk dathoe kleiner de hoek � is, hoe groter de snelheid is. Een horizontale lijn kan niet; datzou een oneindige snelheid betekenen.(3) Een tweetal deeltjes (bijvoorbeeld een ele
tron en een positron) worden op t = t0ge
re�eerd en vliegen met tegengestelde snelheden weg.(4) Een deeltje bevindt zi
h in rust op plaats x = x0. Vanaf tijdstip t = 0 ondervindt heteen kra
ht waardoor het versneld gaat bewegen.(5) Twee deeltjes passeren elkaar op t = t0 en x = x0.(6) Twee deeltjes botsen op t = t0 in x = x0, hun snelheden keren om.
t-as

x-as

t=t

x=x

t-as

x-as
o

o

(3)
(4)

(5)

(6)

�guur 4.5 �guur 4.6Opgave 6:Waarom is uit (6) in �guur 4.6 af te lezen dat de massa's van de twee deeltjes die met elkaarbotsen gelijk moeten zijn. 18



Het is voor het nog volgende van groot belang zi
h te realiseren dat een 2-dimensonaalplaatje zoals hier getekend op de de eerste plaats gezien moet worden als een systeem van
o�ordinaatlijnen die het 2-dimensionale vlak overdekken, zoals getekend in �guur 4.7. Denkdaarbij aan gra�ekpapier! De x-as is de lijn t = 0, de t-as is de lijn x = 0.
t-as

t-as

x-as

(x=0)

(t=0)

(x’=0)

(t’=t=0)

t’-as

x-as=x’-as

(x=0)

a

�guur 4.7 �guur 4.8Als volgende stap gaan we nu bekijken hoe 
o�ordinaattransformaties er in dergelijke2-dimensionale ruimte-tijd plaatjes uitzien:a. Eerst een zeer eenvoudig geval (�guur 4.8):We vers
huiven de oorsprong van het 
o�ordinaatsysteem over een afstand a. Op dezemanier krijgen we op een zeer triviale manier uit het gegeven inertiaal systeem S een nieuwinertiaalsysteem S 0. We hebben daarbij de transformatieformulesx0 = x+ a;t0 = t: (4.3)De t-as vers
huift en de x-as blijft dezelfde. We moeten denken aan gra�ekpapier: het zijnde x-lijnen die vers
huiven. We zien uit het plaatje dire
t dat snelheden niet veranderen.b. Nu een interessanter geval (�guur 4.9):Bekijk een 
o�ordinaatsysteem S 0 dat zi
h ten opzi
hte van het gegeven stelsel S eenparigre
htlijnig beweegt, met snelheid u in de positieve x-ri
hting. Het meest voor de hand liggendis dat de twee stelsels door een Galilei-transformatie verbonden zijn, dus door de formulesx0 = x� ut;t0 = t; (4.4)Dit hebben we �guur 4.9 afgebeeld. De x-as en de x0-as liggen over elkaar heen; de t0-as isten opzi
hte van de t-as gedraaid.We moeten e
hter weer denken in termen van gra�ekpapier: We zien dan dat de t-lijnenhetzelfde blijven, en dat de x-lijnen gedraaid zijn. We kunnen ook zien wat er met snelheden19



gebeurt: Een deeltje dat in S een snelheid v heeft, wordt in S 0 waargenomen als een deeltjemet snelheid v � u, zoals we dat eerder besproken hebben. Dit is in overeen-stemming metde Newtonse me
hani
a, maar vanwege het 
onstant zijn van de li
htsnelheid niet met deMaxwell theorie van het ele
tromagnetisme.
t-as
(x=0) (x’=0)

(t’=t=0)

t’-as

x-as=x’-as

t-as
(x=0) (x’=0)

t’-as

(t=0)

(t’=0)

x-as

x’-as

�guur 4.9 �guur 4.10
. We bekijken hetzelfde geval op een andere meer algemene manier (�guur 4.10):We beginnen met een algemeen lineair verband tussen x, t en x0, t0 te veronderstellen:x0 = a11x+ a12t;t0 = a21x+ a22t: (4.5)De vier re�ele 
o�eÆ
i�enten ajk vormen een 2� 2 matrix die we a noemen. De transformatiemoet omkeerbaar zijn. Daarvoor moet de determinant van a ongelijk aan nul zijn. De inversematrix is a�1 = ��1 � a22 �a12�a21 a11 � ; (4.6)met � = det a = a11a22 � a12a21. De inverse transformatie heeft dan de vorm:x = ( a22x0 � a12t0)=�;t = (�a21x0 + a11t0)=�: (4.7)De situatie die we willen bes
hrijven, een 
o�ordinaatstelsel S 0 dat zi
h ten opzi
hte van eengegeven stelsel met eenparige snelheid u beweegt, legt 
ondities op aan de getallen ajk. Dewereldlijn van een punt dat in het stelsel S 0 vast is wordt bes
hreven door de vergelijkingx0 = b0; (4.8)met b0 
onstant. Omgerekend met formule (4.5) wordt dat in Sa11x+ a12t = b0; (4.9)of x = �a12a11 t+ b0a11 ; (4.10)20



hetgeen betekent dat de snelheid van S 0 ten opzi
hte van S gelijk is aan �a12=a11. Dit moetu zijn, en dus hebben we a12 = �ua11. Op dezelfde wijze gaan we uit van een vast puntin S met wereldlijn x = b. Omrekening naar S 0 met (4.7) geeft, als snelheid van S tenopzi
hte van S 0, a12=a22. Dit moet �u zijn en dus hebben we ook a22 = �a12=u = a11. Detransformatie van S naar S 0 kunnen we daarmee s
hrijven alsx0 = a11(x� ut);t0 = a11(a21x=a11 + t); (4.11)en de inverse transformatie van S 0 naar S alsx = a11(x0 + ut0)=�;t = a11(�a21x0=a11 + t0)=�: (4.12)Als we in deze formules a21 = 0 en a11 = 1 nemen, geldt t0 = t en hebben we weer eenGalilei transformatie terug gekregen. Dat willen we juist niet; we veronderstellen daarom data21 6= 0. We hebben daarmee een situatie zoals die in het ruimte-tijd plaatje van �guur 4.10getekend is. We zien dat nu beide assen gedraaid zijn. In de zin van gra�ekpapier zijn zowelde x-lijnen als de t-lijnen gedraaid. In de overgang van S naar S 0 zijn ruimte- en tijdmetingveel sterker door elkaar gemengd. Er geldt nog steeds dat re
hte lijnen in re
hte lijnenovergaan, dus eenparige bewegingen blijven eenparig. Snelheden veranderen e
hter op eenmanier die ingewikkelder is dan we kennen van het geval van de Galilei transformaties. Omdat te berekenen bekijken we een deeltje dat zi
h ten opzi
hte van S beweegt met snelheidv. De wereldlijn van het deeltje is een re
hte lijn gegeven door de vergelijkingx(t) = vt+ b: (4.13)In S 0 wordt deze vergelijking, na enige hers
hrijving, en met gebruikmaking van de formules(4.12), x0(t0) = (v � u)t01 + a21v=a11 + �ba11 + a21v ; (4.14)hetgeen betekent dat het deeltje in S 0 een snelheid v0 heeft metv0 = v � u1 + a21v=a11 : (4.15)Voor a21 = 0 zou dit weer de transformatieformule van snelheden onder een Galilei transfor-matie zijn. Daarbij zouden de snelheden eenvoudig optellen. In de algemene situatie is datniet meer het geval. We kunnen nu wel de vrijheid, die we nog in de keuze van de a21 en a11hebben, gebruiken om er voor te zorgen dat bij de transformaties �e�en bepaalde snelheid nietverandert. Dat moet natuurlijk de li
htsnelheid 
 zijn. We hebben dan de vergelijking
 = 
� u1 + a21
=a11 : (4.16)waarmee we a21 in a11 kunnen uitdrukken. We vindena21 = �ua11=
2: (4.17)21



De transformatieformules (4.11) worden daarmeex0 = a11(x� ut);t0 = a11(t� ux=
2); (4.18)en de inverse formules (4.12) x = a�111 
2(u)(x0 + ut0);t = a�111 
2(u)(t0 + ux0=
2); (4.19)met daarbij 
(u) = 1=q1� u2=
2: (4.20)We kunnen de vrijheid in a11 nog gebruiken om te zorgen dat (4.18) en (4.19), op het tekenvan u na, de zelfde vorm krijgen. Daartoe kiezen we a11 = 
(u). Daarmee hebben wetenslotte de transformatieformules x0 = 
(u)(x� ut);t0 = 
(u)(t� ux=
2); (4.21)en de inverse formules x = 
(u)(x0 + ut0);t = 
(u)(t0 + ux0=
2); (4.22)Dit noemen we een Lorentz transformatie. (Dergelijke transformatieformules zijn voor heteerst voorgesteld door H.A. Lorentz, die er e
hter nog niet de juiste interpretatie voor had.Deze is pas door Einstein gegeven.)Een kortere a
eiding van de Lorentz transformatie gaat als volgt: De oorsprong in hetstelsel S 0, weergegeven door x0 = 0, wordt in het stelsel S weergegeven door de eenparigre
htlijnige beweging x(t) = ut, oftewel x � ut = 0. Omdat we willen dat de transformatielineair is moet dus gelden dat x0 = 
(u)(x � ut). Omgekeerd kunnen we uitgaan van deoorsprong in S, weergegeven door x = 0, die in S 0 wordt bes
hreven door x0 + ut0 = 0,zodat x = 
(�u)(x0 + ut0). Merk op dat de relativiteit ons oplegt dat de ene transformatiete verkrijgen is uit de andere door de snelheid van ri
hting te laten omkeren. Maar wezijn volledig vrij de ri
hting van positieve x-as te kiezen, omdat de ruimte isotroop is. (Deruimte-tijd is ook homogeen, hetgeen ons de vrijheid geeft het nulpunt van plaats en tijdte kiezen). Dus 
on
luderen we dat 
(u) = 
(�u). We gebruiken nu dat een li
htstraalvanuit de oorsprong, op t = 0 beginnende, in beide stelsels bes
hreven wordt door x = 
ten x0 = 
t0. Enerzijds volgt daaruit dat 
t0 = x0 = 
(u)(
t� ut) = 
(u)(
� u)t, anderzijds,de rol van S en S 0 verwisselend, 
t = x = 
(u)(
t0 + ut0) = 
(u)(
 + u)t0. Hieruit kunnenwe 
(u) oplossen, bijv. door de twee uitdrukking met elkaar te vermenigvuldigen en linksen re
hts t0t uit te delen. Men vindt eenvoudig dat 
(u) = 1=q1� u2=
2. Verder kunnen weook t0 in termen van x en t bepalen, door x = 
(x0 + ut0) te s
hrijven als t0 = (x=
 � x0)=uen vervolgens de uitdrukking x0 = 
(x � ut) te substitueren. Er volgt t0 = 
(t � ux=
2) ende uitdrukking van t in termen van x0 en t0 wordt hieruit verkregen door u van teken om telaten klappen.Deze a
eiding van de Lorentz transformatie is minder abstra
t geformuleerd dan devorige. Bovendien zal het symmetrieprin
ipe dat we geburikten vaker van pas komen.22



Samenvattend:Lorentz transformaties verbinden, net als Galilei transformaties, inertiaalsystemen op eenmanier die in overeenstemming is met het relativiteitsprin
ipe en het li
htpostulaat. Integenstelling tot Galilei transformaties laten ze de li
htsnelheid invariant. Hiermee zijn zein overeenstemming met de Maxwell theorie van het ele
tromagnetisme.We moeten hier wel een prijs voor betalen: Op de eerste plaats vinden we, zoals we eerderin het geda
htenexperiment met de kogel zagen, dat snelheden niet meer eenvoudig mogenworden opgeteld. Ook uit (4.15) krijgen we de transformatieformule voor snelhedenv0 = v � u1� uv=
2 : (4.23)Een tweede daarmee samenhangend en nog veel belangrijker punt is dat de Newtonse me-
hani
a niet meer invariant is onder Lorentz transformaties. We gaan dit in deze eenvoudigetwee dimensionale situatie na.Bezie een deeltje met willekeurige, d.w.z. niet noodzakelijk eenparige beweging. Zijnwereldlijn wordt in S gegeven door een fun
tie x(t) en in S 0 door x0(t0). Het is handig om zo'nwereldlijn te zien als een kromme in de ruimte-tijd die los van mogelijke 
o�ordinaatsystemenbes
hreven wordt door een parameter � . Een mogelijke keuze is de eigentijd die we later inzullen voeren, maar � kan tamelijk willekeurig gekozen worden; de keuze heeft geen invloedop ons resultaat. Met zo'n parameter wordt de beweging weergegeven doorx(�); t(�): (4.24)De snelheid van het deeltje is danv = dxdt =  dxd� ! dtd� !�1 (4.25)en de versnelling a = dvdt =  dvd� ! dtd� !�1 : (4.26)In S 0 hebben we voor de bes
hrijving van hetzelfde deeltje (gebruik (4.21))x0(�) = 
(u)(x(�)� ut(�)); t0(�) = 
(u)(t(�)� ux(�)=
2); (4.27)met daarbij v0 =  dx0d� ! dt0d� !�1 (4.28)en ook a0 = dv0dt0 =  dv0d� ! dt0d� !�1 : (4.29)23



We gebruiken nu (4.25) en (4.28) om v0 uit te drukken in v.v0 =  dx0(�)d� ! dt0(�)d� !�1 =  dx(�)d� � udt(�)d� ! dt(�)d� � u
2 dx(�)d� !�1 = v � u1� uv=
2 :(4.30)Dit is formule (4.23), de transformatieformule voor snelheden, maar nu algemeen geldig voordeeltjes met willekeurige beweging. We kunnen op dezelfde wijze a0 uitdrukken in a en v,maar voor een willekeurige parameter � is dat nogal veel werk. We kunnen de a
eidingaanzienelijk vereenvoudigen door voor � de tijd t in het stelsel S te gebruiken. Dus webes
hrijven in het stelsel S een deeltje dat een willekeurige beweging x(t) ondergaat en alsgewoonlijk de�ni�eren we v(t) = dx(t)=dt en a(t) = dv(t)=dt, zijnde respe
tievelijk de snelheiden de versnelling. Door de Lorentz transformatie naar het stelsel S 0 uit te voeren, vinden wewat de baan van het deeltje in dat stelsel is geparametriseerd door de tijd t van het stelselS (let op, niet als fun
tie van t0). Dusx0(t) = 
(u)(x(t)� ut); t0(t) = 
(u)(t� ux(t)=
2): (4.31)Hiermee vinden we dx0dt = 
(u) dx(t)dt � u! = 
(u)(v(t)� u) (4.32)en dt0dt = 
(u) 1� u
2 dx(t)dt ! = 
(u) 1� uv(t)
2 ! : (4.33)Deze vergelijkingen op elkaar delen geeft de snelheid, v0 = dx0=dt0 = (dx0(t)=dt)=(dt0(t)=dt),oftewel verg. (4.30).De versnelling in het stelsel S 0 volgt nu uit a0 = dv0=dt0 = (dv0(t)=dt)=(dt0(t)=dt). Eerstberekenen we dv0(t)dt = ddt  v(t)� u1� uv(t)=
2! (4.34)met behulp vanddt  v(t)� u1� uv(t)=
2! = (v(t)� u) ddt  11� uv(t)=
2!+  11� uv(t)=
2! ddt(v(t)� u)en ddt  11� uv(t)=
2! = � 1(1� uv(t)=
2)2 ddt(1� uv(t)=
2):Gebruikmakende van het feit dat dv(t)=dt = a(t), volgtdv0(t)dt = (1� u2=
2)(1� uv(t)=
2)2a(t): (4.35)Delen door dt0(t)=dt, als gegeven in verg. (4.33), geeft tenslottea0 = a(t)
�3(u)(1� uv(t)=
2)�3: (4.36)24



Opgave 7:Controleer de berekeningen in verg. (4.31) tot en met (4.36).Het gaat hierbij om een versnelling die ieder moment in de ri
hting van de snelheid u, dex-ri
hting, plaats heeft. Het is zeker niet vanzelfsprekend dat dezelfde transformatie geldtvoor een versnelling loodre
ht op u. Hiertoe kiezen we nu in het stelsel S een beweging diebes
hreven wordt door y(t), zodat vy = dy(t)=dt en ay = dvy(t)=dt, beide dus in de y-ri
htingwijzende, hetgeen de reden is waarom we een index y gebruiken. Door transformatie naarhet S 0 stelsel vinden we ~x 0(t) = (�ut
(u); y(t); 0) en t0(t) = t
(u).Opgave 8:Laat zien dat ~v 0 = (�u; v(t)=
(u); 0) en dat ~a 0 = (0; a(t)=
2(u); 0).We zien dus dat de versnellings
omponent loodre
ht op de ri
hting van de snelheid u anderstransformeert dan evenwijdig aan die ri
hting!Opgave 9:Bewijs voor een deeltje met een versnelling zowel in de x als de y ri
hting, dat a0x =ax
�3(u)(1� vxu=
2)�3 en dat a0y = ay
�2(u)(1� vxu=
2)�2+ uvyax
�2
�2(u)(1� vxu=
2)�3en dat dit overeenstemt met de twee spe
i�eke gevallen die we hebben bes
hreven.Aan het resultaat voor de transformatie van de versnellingen kunnen we een duidelijke
on
lusie verbinden. Er geldt a 6= a0, dus ma 6= ma0. Als de beweging van het deeltjeveroorzaakt wordt door een kra
ht F betekent dat men niet tegelijkertijd F = ma in S enF = ma0 in S 0 kan hebben. Dus:De vergelijking F = ma, de basisvergelijking van de Newtonse me
hani
a, is niet invariantonder Lorentz transformaties.We vatten nu de voorafgaande twee dimensionale formules op als formules die betrekkinghebben op een situatie in de gewone vier dimensionale ruimte-tijd, waarbij inertiaalsystemenS 0 zi
h ten opzi
hte van een gegeven systeem S in de ri
hting van de x-as bewegen. Wekunnen dan de Lorentz transformatie formules (4.21) dire
t uitbreiden tot 4-dimensionaleformules x0 = 
(u)(x� ut);y0 = y;z0 = z;t0 = 
(u)(t� ux=
2): (4.37)Dit zullen we de standaard Lorentz transformatie in de x-ri
hting noemen. De inverse for-mules (4.22) worden natuurlijk aangevuld totx = 
(u)(x0 + ut0);y = y0;z = z0;t = 
(u)(t0 + ux0=
2): (4.38)25



We hebben ook standaard Lorentz transformaties in de y-ri
htingx0 = x;y0 = 
(u)(y � ut);z0 = z;t0 = 
(u)(t� uy=
2) (4.39)en standaard Lorentz transformaties in de z-ri
htingx0 = x;y0 = y;z0 = 
(u)(z � ut);t0 = 
(u)(t� uz=
2): (4.40)Tenslotte zijn er ook standaard Lorentz transformaties in een willekeurige ri
hting. Deformules hiervoor zijn natuurlijk wat ingewikkelder. We zullen ze niet a
eiden, maar gevenze hier. Als het nieuwe systeem S 0 zi
h ten opzi
hte van S beweegt met een snelheid ~u =(ux; uy; uz) wordt de transformatie van ruimte-tijd 
oordinaten gegeven doorx0 = x + (
(u)� 1)(uxx+ uyy + uzz)ux=u2 � 
(u)uxt;y0 = y + (
(u)� 1)(uxx + uyy + uzz)uy=u2 � 
(u)uyt;z0 = z + (
(u)� 1)(uxx + uyy + uzz)uz=u2 � 
(u)uzt;t0 = 
(u)(t� (uxx + uyy + uzz)=
2): (4.41)Hierin is u2 = u2x + u2y + u2z en 
(u) = (1� u2=
2)� 12 .Opgave 10:In ve
tornotatie (zie hoofdstuk 7 als U niet vertrouwd bent met deze notatie) luidt (4.41)~x 0 = ~x+(
(u)� 1)(~u �~x)~u=u2�
(u)~ut en t0 = 
(u)(t�~u �~x=
2). Laat zien dat de oorsprongvan het stelsel S 0 bes
hreven wordt door de eenparig re
htlijnige beweging ~x = ~ut en dat eenli
htstraal uitgezonden in een willekeurige ri
hting, bes
hreven door ~x = ~
t (met ~
 � ~
 = 
2)ook bes
hreven wordt door ~x0 = ~
 0t0 (met ~
 0 � ~
 0 = 
2). Wat kunt U over de ri
hting van deli
htstraal in het stelsel S 0 zeggen.Opgave 11:(i.) Ga na dat we de formules (4.37) voor de standaard Lorentz transformatie in de x-ri
htingterug krijgen door in (4.41) ux = u, uy = uz = 0 te nemen.(ii.) Ga uit van een inertiaalsysteem S met ruimte-tijd 
o�ordinaten x, y, z, t. Ga met eenLorentz transformatie naar een tweede inertiaalsysteem S 0 dat zi
h met een snelheid u1 in dex-ri
hting t.o.v. S beweegt. Bekijk vervolgens een derde inertiaalsysteem S 00 dat zi
h t.o.v.S 0 met een snelheid u2 in de x0-ri
hting beweegt. Laat zien dat de re
htstreekse transformatievan de oorspronkelijke S naar deze laatste S 00 weer een standaard Lorentz transformatie inde x-ri
hting is, en leidt daaruit af dat S 00 zi
h t.o.v. S beweegt met een snelheid u die gelijkis aan u = u1 + u21 + u1u2=
2 : (4.42)26



Belangrijke algemene opmerking:We zien in deze formule en ook in allerlei andere formules, zoals de formules voor Lorentztransformaties (4.20), (4.21), (4.22), (4.37), (4.38) et
., voor de transformaties van snelheden(4.23) en van versnellingen (4.36), fa
toren als u=
, u2=
2 en uv=
2. In veel situaties zijn dezefa
toren erg klein omdat de snelheden u en v klein zijn in vergelijking met de li
htsnelheid.Als illustratie bekijken we een numeriek voorbeeld bij formule (4.42): We gaan uit vaneen 
o�ordinaatstelsel S dat vast aan het aardoppervlak verbonden is. S 0 bevindt zi
h in eensupersonis
h vliegtuig dat een snelheid heeft van u = 2700 km per uur en S 00 is verbonden aaneen raket die vanuit het vliegtuig naar voren wordt afgevuurd, met een snelheid u0 = 3600km per uur t.o.v. het vliegtuig. Volgens de relativiteitstheorie heeft dan de raket een doorformule (4.42) bepaalde snelheid u00, die van de som u+u0 afwijkt met ongeveer 8� 10�10%.Zelfs bij deze voor aardse omstandigheden hoge snelheden zal het buitengewoon moeilijk zijnom de relativistis
he afwijking van de Newtonse bes
hrijving te meten.Con
lusie:In de limiet van snelheden die klein zijn ten opzi
hte van de li
htsnelheid gaan de formulesvan de Einsteinse relativiteitstheorie over in de formules van de Newtonse bes
hrijving.Dit betekent dat de Newtonse theorie waardevol blijft als een zeer goede benadering voorhet grote gebied van fysis
he vers
hijnselen waarbij geen snelheden optreden die van dezelfde orde van grootte zijn als de li
htsnelheid.4.2 Andere parametrisering van standaard Lorentz transformatiesAls we een aantal Lorentz transformaties met vers
hillende snelheden in dezelfde ri
htinga
hter elkaar uitvoeren is het totale resultaat weer een Lorentz transformatie. We kunnende snelheid als parameter voor zulke transformaties gebruiken. Deze snelheden tellen e
hterniet op, zo als we gezien hebben. Het is daarom soms handig om een andere parameter inte voeren die wel additief is. We bekijken standaard Lorentz transformaties in de x-ri
htingzoals gegeven door formules (4.37) en de�ni�eren een door de snelheid u bepaalde parameter' volgens ' = 12 ln 1 + u=
1� u=
! : (4.43)Bes
houw nu de in bovenstaande opgave bes
hreven situatie: Drie inertiaalsystemen S, S 0en S 00, met standaard Lorentz transformaties S ! S 0 en S 0 ! S 00 behorende bij snelheden u1en u2 in de x-ri
hting. Geef de snelheid behorende bij de resulterende transformatie S ! S 00aan als u. Deze u kan met formule (4.42) in u1 en u2 uitgedrukt worden. Volgens (4.43)hoort bij u1 de parameter '1 '1 = 12 ln 1 + u1=
1� u1=
! (4.44)en bij u2 de parameter '2 '2 = 12 ln 1 + u2=
1� u2=
! (4.45)27



Tenslotte hoort bij de snelheid u van de samengestelde transformatie de parameter ' volgens' = 12 ln 1 + u=
1� u=
! (4.46)Deze ' wordt met behulp van (4.42) uitgedrukt in u1 en u2:' = 12 ln 1 + u1u2=
2 + (u1 + u2)=
1 + u1u2=
2 � (u1 + u2)=
! = 12 ln (1 + u1=
)(1 + u2=
)(1� u1=
)(1� u2=
)! = '1 + '2: (4.47)We hebben dus gevonden dat de waarden van deze nieuwe parameter bij opeenvolgendeLorentz transformaties in de zelfde ri
hting optellen; de parameter ' is additief. Uiteraard isalles wat we hier voor Lorentz transformaties in de x-ri
hting bespreken op de zelfde maniervan toepassing op transformaties in de y- en de z-ri
hting.We gaan de Lorentz transformatie (4.37) in termen van ' s
hrijven. Uit de de�nitie(4.43) volgt e' =  1 + u=
1� u=
! 12 = 
(u)(1 + u=
); (4.48)e�' =  1� u=
1 + u=
! 12 = 
(u)(1� u=
): (4.49)We herinneren ons de de�nities van de hyperbolis
he trigoniometris
he fun
tiessinh� = 12(e� � e��); (4.50)
osh� = 12(e� + e��); (4.51)en daarmee tanh� = sinh�
osh� = (e� � e��)=(e� + e��): (4.52)Deze hyperbolis
he sinus, 
osinus en tangens hebben natuurlijk niets te maken met hoekenof meetkunde; het zijn fun
ties die wat hun eigens
happen betreft wiskundige analogie�enmet de gewone trigoniometris
he fun
ties vertonen. Met behulp van deze fun
ties krijgen weuit (4.48) en (4.49) sinh' = 
(u)u=
; (4.53)
osh' = 
(u) (4.54)en de bij (4.43) behorende inverse relatieu = 
 tanh': (4.55)We s
hrijven hiermee tenslotte de Lorentz transformatie (4.37) alsx0 = 
osh' x� sinh' 
t;y0 = y;z0 = z;t0 = 
osh' t� sinh' x=
: (4.56)28



De wiskundige analogie van de parameter ' met een hoek variabele zien we ook nog alswe (4.56) vergelijken met de formules voor een ruimtelijke draaiing van het assenstelsel omde z-as over een hoek � x0 = 
os � x + sin � y;y0 = 
os � y � sin � x;z0 = z;t0 = t: (4.57)Men noemt daarom de parameter ' soms wel pseudo-hoek.Toepassing:Bekijk inertiaalsystemen S0 , S1, S2; � � � Sn. Veronderstel dat iedere Sk zi
h ten opzi
htevan Sk�1 met een snelheid u beweegt. We willen weten wat de snelheid un van Sn tenopzi
hte van S0 is. Voor Galilei transformaties zou dat gewoon n maal u zijn, bij Lorentztransformaties is het een ingewikkelder uitdrukking. We kunnen proberen u stapsgewijze teberekenen met formule (4.42), maar het wordt snel duidelijk dat het niet zal meevallen opdeze manier een gesloten uitdrukking voor un te vinden.u2 = 2u1 + u2=
2 ; (4.58)u3 = u+ u21 + uu2=
2 = 3u+ u3=
21 + 3u2=
2 ; (4.59)u4 = u+ u31 + uu3=
2 = 4u+ 4u3=
21 + 6u2=
2 + u4=
4 ; � � � � � � (4.60)Met de pseudo-hoekvariabele is dat e
hter erg gemakkelijk. Volgens (4.55) geldtun = 
 tanh'n = 
(e'n � e�'n)=(e'n + e�'n): (4.61)De pseudo-hoekvariable is additief en dus is 'n gelijk aan n maal '. We kunnen daarom(4.61) met behulp van (4.48) en (4.49) s
hrijven alsun = 
(1 + u=
)n � (1� u=
)n(1 + u=
)n + (1� u=
)n : (4.62)We s
hrijven (4.62) nog een beetje andersun = 
1� �1�u=
1+u=
�n1 + �1�u=
1+u=
�n ; (4.63)en zien dan dat de snelheid un bij toenemende n wel steeds groter wordt maar niet naaroneindig gaat, zoals dat bij Galilei transformaties zou gebeuren. In plaats daarvan nadertun van beneden naar de li
htsnelheid 
 als limietwaarde. Dit illustreert een belangrijk fysis
hprin
ipe: 29



Volgens de Einsteinse relativiteitstheorie kunnen deeltjes zi
h niet sneller bewegen dan hetli
ht. De li
htsnelheid is een bovengrens.Opgave 12:Bewijs formule (4.63) ook door indu
tie naar n. D.w.z. laat zien dat u1 = u (ja, ja, de eerstestap in een indu
tiebewijs is altijd volledig triviaal) en dat uit de geldigheid van de formulevoor un, die van un+1 volgt, voor willekeurige n. Hiertoe moet U dus de snelheden un en u\relativistis
h optellen" en laten zien dat het resultaat door un+1 wordt gegeven. Mo
ht Unog niet weten wat een bewijs door indu
tie is, dan weet U dat nu!De 
on
lusie dat niets zi
h sneller dan het li
ht kan voortbewegen lijkt in tegenspraak metwat in de astronomie bij quasars wordt waargenomen, waar gaswolken met grote snelhedenworden uitgestoten. Er worden s
hijnbare snelheden gemeten die enkele malen groter dande li
htsnelheid zijn. In de �guur is de situatie weergegeven. We stellen het tijdstip van
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waarin uiteraard d de afstand tot de quasar is. Als de gaswolk zi
h onder een hoek � (metde gezi
htslijn van de quasar) beweegt, dan bereikt het li
ht van de gaswolk de waarnemerverhoudingsgewijze eerder naarmate deze hoek di
hter bij nul ligt, eenvoudigweg omdat hetli
ht een kleinere afstand af te leggen heeft om de waarnemer te bereiken. Deze verminderingin afstand bedraagt vt 
os �, waarin t de tijd is die verstreken is sinds de explosie. Degaswolk wordt waargenomen op het tijdstip t0 = t + (d � vt 
os �)=
. De waarnemer blijftde quasar uiteraard opdezelfde plaats aan de hemel zien (aannemende dat de eigenbewegingverwaarloosd kan worden). Voor de waarnemer is het vers
hil in tijd verstreken tussenhet waarnemen van de explosie en het waarnemen van de verwijderende gaswolk �t0 =t(1 � (v=
) 
os �). De in die tijd door de gaswolk afgelegde transversale afstand bedraagtL = vt sin �, zodat het voor de waarnemer lijkt alsof de gaswolk de volgende snelheid heeft:vobs(�) = L=�t0 = v sin �1� (v=
) 
os � : (4.64)Dit is dus een fa
tor 1=(1 � (v=
) 
os �) groter dan de transversale snelheid vtr = v sin �.Deze transversale snelheid is kleiner dan de werkelijke snelheid, en dus zeker kleiner dan deli
htsnelheid. Nemen we als voorbeeld v = 4
=5 en 
os � = 4=5, dan kunt U eenvoudig narekenen dat vobs = 4
=3, en dus beduidend groter dan de li
htsnelheid.Opgave 13:Laat zien dat voor vast gegeven v, vobs(�) maximaal is indien 
os � = v=
 en dat voor dit gevalvobs = 
(v)v. Hoe groot moet de snelheid van de gaswolk minstens zijn om een s
hijnbaresnelheid groter dan de li
htsnelheid waar te nemen?Uit dit voorbeeld zien we dat heel zorgvuldig geanalyseerd dient te worden wat we nu eigenlijkwaarnemen, voordat we beweren dat er een tegenspraak is.In de later ontwikkelde quantumtheorie is gebleken dat een li
htgolf zi
h onder bepaaldeomstandigheden gedraagt als een deeltje. Een dergelijk deeltje wordt foton genoemd. Foto-nen bewegen zi
h altijd met de li
htsnelheid 
. In de elementaire-deeltjesfysi
a heeft mennog een ander type deeltje gevonden dat zi
h ook met de li
htsnelheid beweegt: het neutrino.Alle andere deeltje hebben snelheden die kleiner zijn dan 
. We zullen later nog zien datdeeltjes die met de li
htsnelheid bewegen volgens de relativiteitstheorie massa nul hebben.5 Algemene Lorentz transformatiesStandaard Lorentz transformaties in de x-, y- en z-ri
hting geven een verband tussen iner-tiaalsystemen waarbij de li
htsnelheid niet verandert. We kunnen in feite algemeen nagaandat de door formule (4.41) gegeven standaard Lorentz transformatie in een willekeurigeri
hting deze eigens
hap heeft. Dit zijn niet de enige lineaire transformaties van de ruimte-tijddie deze eigens
hap hebben. Als we bijvoorbeeld eerst een standaard Lorentz transformatiein de x-ri
hting uitvoeren en vervolgens een standaard Lorentz transformatie in de y-ri
hting,dan geeft dit samen een transformatie die nog steeds de li
htsnelheid onveranderd laat, maardie to
h niet gelijk blijkt te zijn aan een standaard Lorentz transformatie in een bepaalderi
hting. 31



Opgave 14:Voer eerst een Lorentz transformatie uit in de x-ri
hting en daarna een Lorentz transformatiein de y-ri
hting. Neem voor het gemak u gelijk voor beide transformaties. Laat zien dater geen ~u bestaat zodanig dat deze 
ombinatie van twee simpele Lorentz transformatiesvan de vorm is zoals gegeven in formule (4.41). (Het is een 
ombinatie van zo'n Lorentztransformatie en een draaiing, maar dat hoeft U hier niet te laten zien.)We willen nu een algemene karakterisering geven van lineaire transformaties van ruimte-tijd 
o�ordinaten die in de Einsteinse relativiteitstheorie toegelaten zijn voor de bes
hrijvingvan het verband tussen inertiaalsystemen. Daartoe bekijken we de volgende kwadratis
heuitdrukking in de ruimte-tijd
o�ordinaten x, y, z en t van een gebeurtenis:
2t2 � x2 � y2 � z2: (5.1)Deze kwadratis
he vorm heeft twee belangrijke eigens
happen. De eerste eigens
hap is invari-antie onder standaard Lorentz transformaties. Dat wil zeggen dat voor zo'n transformatievan x, y, z, t naar x0, y0, z0, t0 geldt
2t2 � x2 � y2 � z2 = 
2t02 � x02 � y02 � z02: (5.2)We gaan dit even na voor het geval van een transformatie in de x-ri
hting, dus een transfor-matie volgens formule (4.37)
2t02 � x02 � y02 � z02 = 
2
2(u)(t� ux=
2)2 � 
2(u)(x� ut)2 � y2 � z2= 
2(u)(
2t2 � u2t2 � 2uxt+ 2utx+ u2x2=
2 � x2)� y2 � z2= (1� u2=
2)
2(u)(
2t2 � x2)� y2 � z2 = 
2t2 � x2 � y2 � z2: (5.3)De tweede belangrijke eigens
hap luidt als volgt: Iedere lineaire transformatie van ruimte-tijd 
o�ordinaten die de kwadratis
he vorm invariant laat, laat ook de li
htsnelheid onveran-derd. Ook dit gaan we na: Een punt van het front van een li
htgolf beweegt zi
h eenparigre
htlijnig met snelheid 
. De wereldlijn van zo'n punt is een re
hte lijn in de 4-dimensionaleruimte-tijd gegeven door de formules x = 
nxt + ax;y = 
nyt+ ay;z = 
nzt+ az; (5.4)met daarin nx, ny, nz de 
omponenten van de eenheidsve
tor ~n die de ri
hting van debeweging aangeeft, en ax, ay, az 
onstanten, de waarden van de ruimte
o�ordinaten op t =0. Bezie twee willekeurige vers
hillende gebeurtenissen op deze wereldlijn, met ruimte-tijd
o�ordinaten x1, y1, z1, t1 en x2, y2, z2, t2. Daarvoor geldtx1 � x2 = 
nx(t1 � t2);y1 � y2 = 
ny(t1 � t2);z1 � z2 = 
nz(t1 � t2): (5.5)Kwadrateren en optellen geeft(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2 = 
2(t2 � t1)2; (5.6)32



oftewel 
2(t2 � t1)2 � (x2 � x1)2 � (y2 � y1)2 � (z2 � z1)2 = 0: (5.7)Er is een lineaire transfomatie x, y, z, t ! x0, y0, z0, t0. Ook in de nieuwe ruimte-tijd
o�ordinaten beweegt het gol�rontpunt zi
h eenparig re
htlijnig, met een snelheid die we~v 0 = (v0x; v0y; v0z) noemen. De wereldlijn wordt weer bes
hreven door formules van de vorm(5.4) x0 = v0xt0 + a0x;y0 = v0yt0 + a0y;z0 = v0zt0 + a0z; (5.8)Voor de nieuwe ruimte-tijd 
o�ordinaten van de twee vers
hillende gebeurtenissen op die lijngeldt dan ook weer x01 � x02 = v0x(t01 � t02);y01 � y02 = v0y(t01 � t02);z01 � z02 = v0z(t01 � t02): (5.9)Voor de absolute waarde v0 van de snelheid ~v 0 kunnen we s
hrijvenv02 = v0x2 + v0y2 + v0z2 =  x01 � x02t01 � t02 !2 +  y01 � y02t01 � t02 !2 +  z01 � z02t01 � t02 !2 : (5.10)We hebben aangenomen dat de lineaire transformatie de kwadratis
he vorm (5.1) en dus ook(5.6) invariant laat, d.w.z.0 = 
2(t2�t1)2�(x2�x1)2�(y2�y1)2�(z2�z1)2 = 
2(t02�t01)2�(x02�x01)2�(y02�y01)2�(z02�z01)2:(5.11)Dit geeft 
2 = v0x2 + v0y2 + v0z2 =  x01 � x02t01 � t02 !2 +  y01 � y02t01 � t02 !2 +  z01 � z02t01 � t02 !2 : (5.12)en hieruit volgt v02 = 
2, of v0 = 
, hetgeen we wilden bewijzen.Dit resultaat geeft ons de mogelijkheid om de transformaties die we in de relativiteits-theorie mogen gebruiken om inertiaalsystemen met elkaar te verbinden op een eenvoudigeen algemene manier wiskundig te karakteriseren:Een algemene Lorentz transformatie is een omkeerbare lineaire transformatie van deruimte-tijd 
o�ordinaten die de kwadratis
he vorm 
2t2 � x2 � y2 � z2 invariant laat.Deze transformaties, die we verder kortweg Lorentz transformaties zullen noemen, vor-men een 
olle
tie die uiteraard de standaard Lorentz transformaties bevat en ook de zuiverruimtelijke draaiingen zoals bijvoorbeeld de door formule (4.57) gegeven draaiingen om dez-as. Men kan laten zien dat iedere Lorentz transformatie in deze zin verkregen kan wordenals resultaat van een eindig aantal elkaar opvolgende standaard Lorentz transformaties enruimtelijke draaiingen.We herhalen nog eens de formulering van het relativiteitsprin
ipe in de vorm die Einsteiner aan gegeven heeft: 33



Alle inertiaalsystemen zijn fysis
h equivalent: De natuurvers
hijnselen gedragen zi
h inieder inertiaalsysteem op dezelfde manier. Vers
hillende inertiaalsystemen zijn met el-kaar verbonden door Lorentz transformaties. De natuurwetten moeten daarom Lorentz-invariant zijn.Tenslotte formuleren we een korte samenvattende 
on
lusie en zeggen vast iets over watverder besproken zal worden: De nieuwe interpretatie van Einstein van het relativiteits-prin
ipe, waarbij Lorentz transformaties zijn ingevoerd om overgangen tussen inertiaalsy-stemen te bes
hrijven, heeft er voor gezorgd dat het probleem van de 
onstante li
htsnelheidis opgelost. Algemener blijkt te gelden dat de Maxwell theorie als geheel 
ovariant is onderLorentz transformaties. De Newtonse me
hani
a daarentegen is niet Lorentz 
ovariant.Omdat de Newtonse me
hani
a niet Lorentz-
ovariant is moet ze vervangen worden dooreen nieuw te formuleren me
hani
a. Ook dit is door Einstein gedaan. Het is experimenteelgebleken dat deze nieuwe me
hani
a de fysis
he realiteit nauwkeuriger bes
hrijft dan deme
hani
a van Newton, ook al blijft de laatste voor een groot gebied van fysi
he vers
hijn-selen een zeer goede benadering. We zullen de Einsteinse me
hani
a later in dit 
ollegebespreken, maar we willen eerst ingaan op enkele merkwaardige aspe
ten van de bes
hrijvingvan gebeurtenissen in de ruimte-tijd, zoals deze op eenvoudige manier uit de door Einsteingegeven geda
htengang volgt.6 Verdere eigens
happen van de ruimte-tijdWe gebruiken de kwadratis
he vorm (5.1) om iets te zeggen over de relatie tussen tweevers
hillende gebeurtenissen gezien als punten in de ruimte-tijd. We tekenen weer plaatjesals hulpmiddel. Bes
houw eerst alle punten die voldoen aan de vergelijking
2t2 � x2 � y2 � z2 = 0: (6.1)
t-as

x-as

t-as

x-as

y-as

�guur 6.1 �guur 6.2Deze verzameling vormt een \hyperkegel" (zie �guur 6.1). Dit zien we nog iets beterals we nog een extra ruimtelijke as tekenen, bijvoorbeeld de y-as (zie �guur 6.2). De kegelbestaat uit de wereldlijnen van li
htstralen die op op t = 0 door x = y = z = 0 gaan. Wespreken daarom van li
htkegel. ( Als we \aardse" eenheden van lengte en tijd als meter ense
onde gebruiken zal de kegel in een plaatje als �guur 6.1 of 6.2 er natuurlijk veel \platter"uitzien dan hier getekend is.) 34



We bekijken nu (zie �guur 6.3) een waarnemer die zi
h in rust bevindt in x = y =z = 0. Zijn wereldlijn is de t-as. Gebeurtenis (1) is voor deze waarnemer het tijdstipt = 0. Daarnaast is er een tweede waarnemer die zi
h in een of ander voertuig bevindt dat
t-as

x-as

t-as

x-as

(1)

(2a)

(2b)

(2c)

(x  ,t  )1 1

�guur 6.3 �guur 6.4zi
h met eenparige snelheid beweegt. Op de wereldlijn van die waarnemer bekijken we drievers
hillende gebeurtenisen, (2a), (2b) en (2
).a. Voor gebeurtenis (2a) geldt 
2t2 � x2 � y2 � z2 > 0 (6.2)Men zegt dat (2a) tijda
htig (\time-like") is ten opzi
hte van (1). De tweede waarnemerkan op het tijdstip van gebeurtenis (2a) vanuit (1) bereikt worden door een deeltje,bijvoorbeeld een kogel, mits het voldoende snelheid heeft.b. Voor gebeurtenis (2b) geldt 
2t2 � x2 � y2 � z2 = 0 (6.3)Men zegt dat (2b) li
hta
htig (\light-like") is ten opzi
hte van (1). Gebeurtenis (2b)kan vanuit (1) niet meer door een bewegend proje
tiel worden bereikt, maar nog weldoor een li
htsignaal.
. Voor gebeurtenis (2
) geldt 
2t2 � x2 � y2 � z2 < 0 (6.4)Men zegt dat (2
) ruimtea
htig (\spa
e-like") is ten opzi
hte van (1). Gebeurtenis (2
)kan op geen enkele manier met gebeurtenis (1) verbonden worden.We hebben in het voorafgaande het referentiepunt (1) in de oorsprong van het ruimte-tijd
o�ordinatensysteem genomen. Algemener kunnen we twee willekeurige punten nemen, met
o�ordinaten x1, y1, z1, t1 en x2, y2, z2, t2. We zeggen dan dat de twee punten tijda
htig,respe
tievelijk li
hta
htig, respe
tievelijk ruimtea
htig ten opzi
hte van elkaar zijn als dekwadratis
he vorm 
2(t2 � t1)2 � (x2 � x1)2 � (y2 � y1)2 � (z2 � z1)2 (6.5)35



groter dan nul, respe
tievelijk nul, respe
tievelijk kleiner dan nul is. Daarbij hoort eenli
htkegel waarvan de basis niet meer in de oorsprong hoeft te liggen (zie �guur 6.4). Van-wege de Lorentz-invariantie van de kwadratis
he vorm zijn deze relaties en ook de li
htkegelonafhankelijk van het gekozen inertiaalsysteem.6.1 Gelijktijdigheid en tijdsdilatatieTwee personen, A en B, bewegen zi
h in vers
hillende voertuigen en met vers
hillendesnelheden, zoals getekend in �guur 6.5. Als we in de 4-dimensionale ruimte-tijd de beidewereldlijnen snijden met een hypervlak t =
onstant krijgen we gelijktijdige gebeurtenissen.In ons 2-dimensionale plaatje betekent dit het snijden van de wereldlijnen met een lijnevenwijdig aan de x-as. Veronderstel dat we van het gegeven inertiaalsysteem S overgaannaar een nieuw systeem S 0 dat zi
h met een snelheid u in de x-ri
hting beweegt. We hebbenin �guur 6.5 de 
o�ordinaat-assen van S zowel als S 0 getekend. Voor een waarnemer in S 0zijn gebeurtenissen gelijktijdig als ze op een lijn evenwijdig aan de x0-as liggen. Voor zo'nwaarnemer is de gebeurtenis (2') en niet (2) gelijktijdig met (1). We trekken daaruit dealgemene 
on
lusie:Gelijktijdigheid van gebeurtenissen op vers
hillende plaatsen is g�e�en absoluut begrip.
t-as t’-as

x-as

x’-as

t-as t’-as

x-as

x’-as

A B

(1)

(2)

(2’)

A B

(1)(2)

(2’)

d�guur 6.5 �guur 6.6We berekenen het tijdsvers
hil tussen (2) en (2') om te zien om welke orde van groottehet bij dit vers
hijnsel gaat. We nemen daarvoor een iets vereenvoudigde situatie, met A enB in rust ten opzi
hte van S, A in de ruimtelijke oorsprong en B op een afstand d daarvanverwijderd (zie �guur 6.6). Het punt (2') is het snijpunt van de wereldlijn van B en vande nieuwe x0-as. De eerste wordt gegeven door x = d, de tweede door t0 = 0, d.w.z. doorde vergelijking 
(u)(t � ux=
2) = 0. Het snijpunt (2') heeft dus als 
o�ordinaten x = d, ent = ud=
2. Het vers
hil in tijd tussen de gebeurtenissen (2) en (2') is dan�t = ud=
2: (6.6)Neem als voorbeeld daarin de afstand d gelijk aan de afstand aarde-zon, ongeveer 1; 5�108km, en als snelheid u van S 0 ten opzi
hte van S 10km=s. We vinden dan t = 1; 7�10�2s.Als d de afstand is van de aarde naar de di
htsbijzijnde ster, ongeveer 4; 5 � 1013km, en uweer 10km=s, dan wordt t gelijk aan 5� 103s.36



We kunnen ook het tijdsvers
hil tussen (2) en (2') berekenen zoals het door een waarnemerin S 0 wordt gemeten. Daarvoor moeten we de tijds
o�ordinaat t0 van (2) in S 0 weten. Dezeis t0 = 
(u)(t � ux=
2) = �ud
(u)=
2. Dit betekent dat het tijdsvers
hil tussen (2) en (2')in S 0 gelijk is aan �t0 = ud
(u)=
2 (6.7)en de verhouding tussen �t en �t0 �t0�t = 
(u): (6.8)Con
lusie:Het resultaat van een tijdmeting is afhankelijk van het inertiaalsysteem waarin we onsbevinden: Een tijdsinterval �t in een inertiaalsysteem S wordt in een systeem S 0 datzi
h met een snelheid u ten opzi
hte van S beweegt een interval �t0 = 
(u)�t =�t=q1� u2=
2. Dit vers
hijnsel noemt men tijdsdilatatie.6.2 Contra
tie van lengtesWe bekijken de invloed van het overgaan naar een bewegend 
o�ordinaatstelsel op demeting van lengtes. We doen dat weer aan de hand van een 2-dimensionaal ruimte-tijdplaatje (zie �guur 6.7). Het inertiaalsystem waarvan we uit gaan noemen we weer S. Daarin
t-as t’-as

x-as

x’-as

(2’)

(2)
(1)

A B

l

l’

t-as

x-as

t

t

(x  ,t  )

(x    ,t    )

a

b

i i

i+1 i+1

�guur 6.7 �guur 6.8bezien we een vast voorwerp, een balk, die zi
h in rust bevindt en die lengte ` heeft. Dehistorie van de balk wordt bes
hreven door het gebied tussen de twee wereldlijnen A enB die horen bij de uiteinden van de balk. De lengte ` van de balk is het vers
hil vande x-
o�ordinaten van twee punten met dezelfde t, bijvoorbeeld van de punten (2) en (1).Veronderstel dat de afstand van het linker uiteinde van de balk tot de oorsprong a is. Wegaan over naar een nieuw inertiaalsysteem S 0 dat zi
h met de snelheid u ten opzi
hte van Sbeweegt. De lengte van de balk in S 0 is nu het vers
hil in x0-
o�ordinaten van twee punten metgelijke t0-
o�ordinaat, bijvoorbeeld van (2') en (1) die beide t0 = 0 hebben. De wereldlijn Bvan het re
hter uiteinde wordt in S gegeven door x = a+`, en omdat x = 
(u)(x0+ut0), in S 0door de vergelijking 
(u)(x0+ut0) = a+`. Het punt (2') heeft t0 = 0, en dus x0 = (a+`)=
(u).Op dezelfde manier wordt de wereldlijn A van het linker uiteinde in S 0 bes
hreven door de37



vergelijking 
(u)(x0 + ut0) = a, en heeft het punt (1) de x0-
o�ordinaat x0 = a=
(u). Delengte van de balk zoals die wordt gemeten in S 0 noemen we `0. Het is het vers
hil van dex0-
o�ordinaten van de gebeurtenissen (2') en (1), dus`0 = `=
(u) = `q1� u2=
2: (6.9)Con
lusie:Een balk die zi
h in zijn lengte ri
hting met een 
onstante snelheid u beweegt blijkttengevolge van die beweging met een fa
tor 
�1(u) = q1� u2=
2 korter te zijn geworden.Dit vers
hijnsel noemt men lengte 
ontra
tie of ook wel Lorentz-FitzGerald 
ontra
tie.(G. F. FitzGerald was naast Lorentz en Poin
ar�e een derde belangrijke voorloper vanEinstein.)6.3 EigentijdWe hebben in hoofdstuk 4, vanaf formule (4.24), een parametrisering van de wereldlijnvan een bewegend puntdeeltje gebruikt om transformatieformules voor snelheden en ver-snellingen af te leiden. Deze parametrisering x(�); t(�) was onafhankelijk van het gebruikteinertiaalsysteem, maar verder nog willekeurig.We gaan gaan nu een heel bepaalde parametrisering van dit type invoeren, die om ver-s
hillende redenen erg handig is, en die bovendien een duidelijke fysis
he betekenis heeft.Bes
houw de wereldlijn van een deeltje, zoals voor het 2-dimensionale geval getekend is in�guur 6.8. De snelheid van het deeltje hoeft niet 
onstant te zijn. We benaderen de bewe-ging door een opeenvolging van kortdurende eenparig re
htlijnige bewegingen. Voor het i-detijdsinterval (ti; ti+1 ) geldt dat de 
onstante snelheid vi gelijk is aanvi = (xi+1 � xi)=(ti+1 � ti): (6.10)Met behulp van de in hoofdstuk 5 ingevoerde kwadratis
he vorm de�ni�eren we voor de tweepunten (xi; ti) en (xi+1; ti+1) de uitdrukking��i = 
�1q
2(ti+1 � ti)2 � (xi+1 � xi)2 = (ti+1 � ti)vuut1� (xi+1 � xi)2
2(ti+1 � ti)2 = �tiq1� v2i =
2:(6.11)Dit getal, een soort afstand tussen de twee punten, is onafhankelijk van het gebruikte iner-tiaalsysteem. We bekijken vervolgens de som van deze getallen voor alle intervallen tussenta en tb. Dit geeft ons een langs de wereldlijn gemeten benaderde \afstand" van ta naartb, die ook nog steeds Lorentz invariant is. Als we tenslotte het aantal tussenpunten latentoenemen, gaat de som in de limiet van oneindig veel tussenpunten over in een integraal:Xi �tiq1� v2i =
2 ! Z tbta q1� v2(t)=
2 dt: (6.12)Op deze manier hebben we een parametrisering van de wereldlijn van een bewegend deeltjegekregen die in ieder inertiaalsysteem het zelfde is en op dezelfde eenvoudige manier berekend38



wordt. We noemen deze parameter � . Voor het 4-dimensionale geval krijgen we dan voor �als fun
tie van t de formule:�(tb)� �(ta) = Z tbta q1� j~v(t)j2=
2 dt: (6.13)Vanwege de extra fa
tor 
�1 in (6.11) heeft � de dimensie van een tijd. We zien dire
tuit formule (6.13) dat voor een deeltje in rust de parameter met de gewone tijd samenvalt.Algemener geldt dat voor een eenparig re
htlijnig bewegend deeltje � de tijd is die gemetenwordt als men overgaat naar het inertiaalsysteem waarin het deeltje in rust is, d.w.z. hetinertiaalsysteem dat met het deeltje meebeweegt. We noemen de parameter � daarom deeigentijd.De eigentijd is niet alleen gede�ni�eerd voor deeltjes die eenparig re
htlijnig bewegen; deintegraal (6.13) kan natuurlijk ook berekend worden voor de gebogen wereldlijn van eendeeltje met een snelheid die niet 
onstant is. Ook in dit algemene geval interpreteren wede eigentijd als de tijd aangewezen door een met het deeltje meebewegende klok. Daarbijmoet men wel een klok hebben die niet beinvloed wordt door de bij versnelling of vertragingoptredende inertiaalkra
hten. Een slingeruurwerk zou niet ges
hikt zijn. Het menselijkhart is natuurlijk ook niet ges
hikt, niet alleen vanwege de geringe nauwkeurigheid, maarvooral omdat het bij te grote inertiaal-kra
hten zal ophouden te fun
tioneren. Wel ges
hiktzijn de atoomklokken die tegenwoordig algemeen gebruikt worden voor zeer nauwkeurigetijdsbepalingen.Samengevat is de eigentijd de tijd van de met U meereizende klok. Het is deze klok diebepaalt hoe oud U bent (hoe oud U zi
h voelt wordt door andere parameters bepaald). Het isduidelijk dat de tijd die de met een waarnemer meereizende klok aanwijst invariant is onderLorentz transformatie - zo geformuleerd is het een trivialiteit. Dit kan dus gebruikt wordenals een meer fysis
he de�nitie van het begrip eigentijd, en verklaart ook de naamgeving.Het is vrij eenvoudig verg. (6.13) hieruit af te leiden. Deze formule is van belang voor eenwaarnemer die bijvoorbeeld wil voorspellen hoe veel ouder U bent geworden als U op tahem verlaat, om op tb weer terug te keren. Als we de tijd tussen twee tikken van de klokklein kiezen (en dt is willekeurig klein), mogen we de snelheid tussen twee tikken 
onstantveronderstellen, zodat de tijd d� van de bewegende klok (Uw klok dus), verstreken tussentwee tikken van de klok van de waarnemer, gegeven wordt door d� = dt=
(v(t)). Al dezestukjes bij elkaar optellen (integreren) geeft verg. (6.13).Er zijn vele s
hijnbare tegenspraken die men met de relativiteitstheorie kan 
onstrueren.De nadruk ligt op het woord s
hijnbaar. Vaak blijkt dat men het begrip relativiteit telosjes pleegt te hanteren. U moet maar eens lezen wat Feynman daarover in zijn befaamdele
tures zegt (Vol I, par. 16-1. Relativity and the philosophers). De meest bekende paradoxis uiteraard die van de tweeling. Maar ik zal eerst wat andere voorbeelden noemen. Laateen hardloper een polsstok van 4 meter lengte evenwijdig aan de grond dragen en stel dat hijzo hard loopt dat voor een stilstaande waarnemen de polsstok een 
ontra
tie met een fa
tortwee ondergaat. De stok past daarbij in z'n geheel in een s
huur van 2 meter lengte, waar dehardloper net aan voorbij raast. Vanuit zijn perspe
tief wordt e
hter diezelfde s
huur verkortmet een fa
tor 2, en is nu sle
hts �e�en meter, zodanig dat zijn stok maar liefst 4 s
huren nodigheeft om opgeborgen te worden. Het probleem is natuurlijk dat op het moment dat we destok als waarnemer in de s
huur zien passen, de uiteinden van de stok voor de hardloper zelf39



niet gelijktijdig met de uiteinden van de s
huur samenvallen. Men moet zi
h goed afvragenwat het betekent dat de stok in de s
huur past.Een ander voorbeeld is dat van twee ruimtes
hepen die door een stevig stuk kabel aanelkaar bevestigd zijn. Zij krijgen vanuit de aarde de opdra
ht om gelijktijdig hun motoren teontsteken. We gaan ervan uit dat ze pre
ies dezelfde versnelling ondergaan op ieder momentvan de tijd. To
h is de bewering dat de kabel (of een van de ruimtes
hepen) zal breken.Opgave 15:Analyseer dit heel zorgvuldig aan de hand van een ruimte-tijd diagram.Wat betreft de Lorentz 
ontra
tie is het opmerkelijk dat het 50 jaar geduurd heeft eeriemand zi
h heeft afgevraagd hoe men nu een obje
t waarneemt als het met grote snelheidvoorbij komt. Omdat een obje
t ook een eindige afmeting in de ri
hting loodre
ht op die vande beweging heeft, die geen 
ontra
tie ondergaat, zoudt U op het eerste gezi
ht verwa
htendat het vervormd wordt. Maar laten we eens wat zorgvuldiger kijken, aannemende dat wedaarbij op zeer grote afstand van het obje
t staan zodat alle li
htstralen uitgaande van datobje
t ons oog vanuit dezelfde ri
hting bereiken. Maar dat betekent dat delen die verdervan de waarnemer af zijn, het waargenomen li
ht iets eerder uitzonden, dan de delen die hetdi
htste bij de waarnemer liggen. Dit is natuurlijk maar een heel klein tijdsvers
hil. Als het
u

θ

LB

a

bc

a’

b’c’
L’ B’

�guur 6.9obje
t een breedte B heeft bedraagt dit tijdsvers
hil �t = B=
. E
hter als de snelheid di
htbij dit van het li
ht komt, dan heeft in die periode het obje
t zelf bijna dezelfde afstand B(in de ri
hting van de snelheid) afgelegd. We zien dus een verder afgelegen hoekpunt, a inde �guur, re
hts van het 
orresponderende (maar di
hterbij gelegen hoekpunt) b. Op hetmoment van waarnemen zien we (gelijktijdig) de ruimte-tijd gebeurtenissen 
orresponderendemet 
0, b0 en a. Hierbij is dus de afstand 
0 � b0 door de Lorentz 
ontra
tie verkort totL0 = L=
(u) en zien we de afstand b0 � a als de afstand B0 = u�t = uB=
. Indien we nude hoek � invoeren, zodanig dat u=
 = sin �, dan komen L0 en B0 pre
ies overeen met deperspe
tivis
he verkorting van het zelfde obje
t (in rust), waargenomen onder een hoek � met40



de oorspronkelijke bewegingsri
hting. Dit opmerkelijke feit hangt uiteraard samen met hetfeit dat 1=
(u) = q1� u2=
2 = 
os �. Het werd voor het eerst bes
hreven door J. Terrell in1959.6.4 De tweeling paradoxVan een tweeling onderneemt de �ene broer, die we B zullen noemen, een ruimtereis. Deandere broer (of zus), zeg A, blijft op aarde a
hter. We hebben dit enigszins s
hematis
hgetekend in �guur 6.10. B vliegt met een raket waarvan de snelheid die van het li
ht benadertnaar een di
htbij gelegen ster en keert vervolgens weer naar de aarde terug. Hij maakt eenveilige landing vlak bij het oorspronkelijke vertrekpunt en wordt daar welkom geheten dooreen oudere persoon, die hem bekend voorkomt. Na enig heen en weer gepraat en tot zijngrote verbazing blijkt het zijn broer A te zijn, die in zijn afwezigheid meer dan vijftien jaarouder geworden is. B meent dat hij zelf sle
hts een paar maanden weg is geweest; dat leesthij af op zijn atoomklok, en zo voelt hij het zelf ook. Hij begrijpt niet hoe het mogelijk isdat A in de tussentijd zoveel ouder is geworden. A heeft jarenlang op de terugkeer van zijnbroer gewa
ht en begrijpt er ook niets van.
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�guur 6.10 �guur 6.11We zullen nu laten zien dat het leeftijdsvers
hil, dat tussen de broers (of zussen) isonstaan, logis
h volgt uit hetgeen we in het voorafgaande over tijdsmetingen hebben gezegd.Om de berekening zo eenvoudig mogelijk te houden bezien we een enigszins ge��dealiseerdesituatie. Deze is in �guur 6.11 getekend. B vertrekt op t = t1 van het punt x = 0, bereiktonmiddelijk een 
onstante snelheid v en komt daarmee op tijdstip t = t2 aan bij een ster diezi
h op een afstand s van de aarde bevindt. Er geldt natuurlijk t2� t1 = s=v. B onderneemtdire
t de terugreis, ook weer met de zelfde 
onstante snelheid v, en komt op aarde op zijnbeginpunt terug op tijdstip t3. Er geldt t3 � t2 = s=v. A ziet dus zijn broer terug kerenop het tijdstip t3, na een tijdsinterval �t = 2s=v. Dit alles is berekend in het gegeveninertiaalsysteem, het systeem waarin de aarde en dus ook A zi
h in rust bevinden. Om teweten welke tijden B gedurende zijn reis met zijn eigen klok gemeten heeft moeten we naarde eigentijd langs zijn wereldlijn kijken. Omdat de wereldlijn van B uit twee re
hte lijnenbestaat kan de integraal in formule (6.13) eenvoudig berekend worden: Als we de eigentijd� van B op het moment van zijn vertrek van de aarde nul stellen, dan is � op het moment41



van aankomst en vertrek op de ster, gelijk aan (t2 � t1)=
(v) = s=(v
(v)) en vervolgens ophet ogenblik van terugkeer op aarde 2s=(v
(v)).We hebben dus gevonden dat er voor A tussen vertrek en terugkeer een tijdsinterval�t = 2s=v is verstreken en volgens de klok van B een korter tijdsinterval �t0 = 2s=(v
(v)).Het is na��ef is om te denken dat men een tegenspraak kan krijgen door de redenering datde situatie even goed vanuit tweeling B bekeken kan worden, waardoor het B is die oudergeworden zou zijn. Zo'n redenering is niet juist. De situatie is wat de rol van A en B betreftniet symmetris
h. De beweging van B is op bepaalde momenten versneld of vertraagd, dievan A niet. Dit blijft zo in ieder ander inertiaalsysteem waarin men de situatie zou kunnenbekijken.6.5 INTERMEZZO (gravitationel tijdsdilatatie)De tegenspraak is dus alleen s
hijnbaar omdat sle
hts �e�en van de tweelingen een ver-snelling zal ondergaan, die nodig is om terug te keren naar zijn beginpunt. Kennelijk is hetzo dat een versnelling ook aanleiding geeft tot tijdsdilatatie. Versnelling is equivalent metzwaartekra
ht, of zoals Einstein het formuleerde, trage massa is gelijk aan gravitationelemassa. Deels komt dit door de keuze van Newton's gravitatie
onstante, maar het feit datdeze gelijkheid voor allematerie geldig is, maakt het tot een universele wet. Hierdoor kunnenwe (lokaal) geen onders
heid maken tussen een vrij vallende lift en een intertiaalstelsel. De
on
lusie is dus kennelijk dat in een gravitatieveld klokken langzamer lopen. Dit kan meteen heel eenvoudig voorbeeld geillustreerd worden. Om in een ruimtestation gravitatie tesimuleren kan men het laten ronddraaien, zodanig dat in de woon- en werkruimtes de 
entrifu-gale versnelling pre
ies gelijk is aan de gravitatieversnelling op aarde (dus ongeveer 10m=s2).Vanuit een stilstaande waarnemer bezien, zeg iemand in het 
entrum van het ronddraaienderuimtestation, waar geen 
entrifugale versnelling optreedt (dus waar de \zwaartekra
ht" nulis) bewegen de klokken in de woon- en werkruimten, bevestigd aan de roterende wand vanhet ruimtestation, met een snelheid die gelijk is aan v = !r, waarin ! de hoeksnelheidis. Die klokken ondergaan dus een tijdsdilatatie met een fa
tor 1=q1� !2r2=
2. Dit kanook ges
hreven worden als 1=q1� 2V!(r)=
2, waarin V! = !2r2=2 pre
ies de 
entrifugalepotentiaal is, ofwel de arbeid die men per massa-eenheid verri
ht als men tegen de 
entrifu-gale potentiaal in van een woonruimte op de wand naar het midden van het ruimtestationreist (de 
entrifugale versnelling bedraagt a!(r) = !2r, zodat R r0 dr0a!(r0) = !2r2=2). Vol-gens Einstein is dit equivalent met een gravitatieveld. Het punt dat geen kra
ht ondervindtbevindt zi
h natuurlijk niet langer in het (graviterende) 
entrum, maar in oneindig. ImmersNewton's gravitatiewet zegt dat de kra
ht afvalt omgekeerd evenredig met het kwadraatvan de afstand. Om de tijdsdilatatie in een gravitatieveld te berekenen kunnen we dus de
entrifugale potentiaal vervangen door de gravitationele potentiaal (per eenheid van massa),Vgrav = GM=r. We 
on
luderen dus dat de klokken in een gravitatieveld langzamer lopen endat de tijdsdilatatie gegeven wordt door 1=q1� 2GM=(r
2). Dit is pre
ies het resultaat datmen kan a
eiden uit Einstein's algemene relativiteitstheorie. Merk op dat bij r = 2GM=
2de klok stil komt te staan. Deze straal, tegenwoordig bekend als de S
hwarzs
hild straal,is ook de straal waar de ontsnappingsnelheid pre
ies gelijk aan de li
htsnelheid is. Lapla
ehad zi
h al gerealiseerd dat een ster mogelijk zo 
ompa
t kon worden dat li
ht niet van haaroppervlak kan ontsnappen. Hij noemde dit zwarte sterren. Nu noemen we het zwarte gaten.42



Doordat de tijd bij de S
hwarzs
hild straal stil staat (het oppervlak dat daarmee 
orrespon-deert heet de horizon) kan niets uit het inwendige ontsnappen. Het lijkt alsof er een gat inde ruimte-tijd zit.We kunnen eigentijd ook de�ni�eren als er kra
hten op een obje
t werken, zolang deeigentijd maar gede�nieerd wordt als de tijd gemeten in een lokaal Lorentz stelsel. Datbetekent strikt gesproken dat onze standaard tijd een heel kleine 
orre
tie behoeft om deeigentijd uit af te leiden.Opgave 16:Hoeveel jonger zijn we na 10 jaar dan onze tweeling, die vrij in de ruimte zweeft.Nu een paar getallen: Als doel van de reis kiezen we Sirius, �e�en van de sterren, die zi
hbetrekkelijk di
ht bij de aarde bevinden. De afstand van Sirius tot de aarde is 8,8 li
htjaren.(Een li
htjaar is de afstand die het li
ht in 1 jaar a
egt, dus 365� 24� 3600� 300:000km =9; 5� 1012km). Voor de snelheid van het ruimtes
hip nemen we v = 0; 9998� 
. Omdat vzeer weinig van de li
htsnelheid 
 vers
hilt is �t nagenoeg gelijk aan 2 � 8; 8 = 17; 6 jaar.De fa
tor v=
 is 1� 2� 10�4, dus v2=
2 is nagenoeg 1� 4� 10�4, dus 1� v2=
2 � 4� 10�4en q1� v2=
2 � 2� 10�2 = 1=50. Daarmee wordt �t0 gelijk aan ruim 4 maanden.Een ruimtereis, over deze afstand en met een dergelijke snelheid, ligt voorlopig nog verbuiten onze mogelijkheden. Bij minder ambitieuze proefnemingen, die men met de huidigete
hniek zou kunnen realiseren - denk bijvoorbeeld aan reizen met onbemande ruimtevaar-tuigen door het zonnestelsel - is het te verwa
hten e�e
t nog veel te klein. To
h bes
hikkenwe over een re
htstreekse experimentele bevestiging van het door de tweeling paradox, of klokparadox, voorspelde tijdsvers
hil. Al in 1971 hebben de amerikanen Hafele en Keating dithuzarenstukje voor elkaar gekregen door met een Cesiumklok als medepassagier een vliegreis(gewoon met een lijnvliegtuig!) om de aarde te maken, zowel in westelijke als in oostelijkeri
hing. Door de twee ri
htingen te nemen kan men e�e
ten t.g.v. het gravitatieveld en dedraaiing van de aarde nauwkeurig aftrekken van het resultaat en heeft men op een nettovliegtijd van bijna 100 uur (dat kan tegenwoordig to
h heel wat sneller) een tijdsvers
hilgemeten van ongeveer 150 nanose
onden, in goede overeenstemming met de spe
iale rela-tiviteitstheorie. Bij deeltjesversnellers is het dagelijkse kost deze tijdsdilatatie op een juistemanier mee te nemen, anders zouden de versnellers niet eens werken!6.6 Doppler-e�e
tHet Doppler-e�e
t kennen we uit het dagelijkse leven. De toon van de sirene van eenbrandweerauto klinkt hoger als de auto naar ons toe rijdt en lager als de auto zi
h van onsaf beweegt. We horen dat goed op het moment dat de auto ons passeert.Het Doppler-e�e
t is een elementair fysis
h vers
hijnsel dat optreedt bij alle trillingsver-s
hijnselen die zi
h voortplanten. Een mono
hromatis
he golf die zi
h in de 1-dimensionaleruimte beweegt wordt bes
hreven door de algemene formule'(x; t) = A sin(kx� !t) +B 
os(kx� !t): (6.14)We noemen k het golfgetal en ! de 
irkelfrequentie. De 
onstanten A en B geven de ampli-43



tude van de golf en de begin
onditie. Voor de eenvoud veronderstellen we '(0; 0) = 0. Dangeldt B = 0. We hebben dan '(x; t) = A sin(kx� !t): (6.15)We nemen deze formule eerst op een vast tijdstip. De maxima van ' worden gegeven doorkx � !t = (2n + 12)�. De afstand tussen twee op elkaar volgende maxima noemen we degol
engte en geven we aan met �. Het is duidelijk dat deze gol
engte gelijk is aan 2�=jkj.Als we vervolgens formule (6.15) voor een vaste x bekijken zien we dat de tijd tussen twee opelkaar volgende maxima gelijk is aan 2�=!. Dit betekent dat de gewone frequentie � gelijkis aan !=(2�). Tenslotte zien we dat een maximum zi
h beweegt met een snelheid v = !=k.Voor de absolute waarde van v geldt dan jvj = ��. We noemen v de voortplantingssnelheidvan de golf. Een 1-dimensionale mono
hromatis
he golf wordt dus in het algemeen bepaalddoor 
onstanten A en B, en door drie parameters �, � en v, waarvan er twee onafhankelijkzijn. We vatten de belangrijkste relaties nog even samen� = 2�=jkj; � = !=(2�); v = !=k = ���: (6.16)We veronderstellen dat de waarde die de amplitude ' op een zeker moment op een bepaaldeplaats aanneemt onafhankelijk is van het inertiaalsysteem waarin we ons bevinden. Wekunnen dan met behulp van een Lorentz transformatie overgaan van het gegeven systeem S,met 
o�ordinaten x, t, naar een nieuw systeem S 0, met x0, t0. In de nieuwe 
o�ordinaten wordtde golf bes
hreven door een nieuwe fun
tie '0(x0; t0) = '(x; t). Met de formule (4.22) voorde inverse van een Lorentz transformatie s
hrijven wekx�!t = k
(u)(x0+ut0)�!
(u)(t0+ux0=
2) = 
(u)(k�u!=
2)x0�
(u)(!�uk)t0: (6.17)Daarmee wordt de uitdrukking voor '0 gelijk aan'0(x0; t0) = A sin(k0x0 � !0t0); (6.18)met k0 = 
(u)(k � u!=
2); !0 = 
(u)(! � uk): (6.19)We hebben dus in S 0 een golfbeweging van dezelfde vorm, nu met golfgetal k0 en 
irkelfre-quentie !0.We veronderstellen dat we te maken hebben met een ele
tromagnetis
he golf, een li
htgolfof een radiogolf, die zi
h in het va
uum voortplant. We nemen k > 0. Uit juj < 
 volgtk0 > 0. Voor ele
tromagnetis
he golven geldt ! = 
jkj, dus hier ! = 
k. Voor k0 hebben wedan k0 = 
(u)(k � u!=
2) = 
(u)k(1� u=
) = ks
� u
+ u (6.20)en voor !0 !0 = 
(u)(! � uk) = 
(u)!(1� u=
) = !s
� u
+ u: (6.21)44



Voor de gewone frequentie � vinden we op deze wijze� 0 = !02� = !2�s
� u
+ u = �s
� u
+ u: (6.22)Voor u > 0 ziet een waarnemer in S 0 het systeem S van zi
h af bewegen. Voor u < 0 ziethij S juist naar zi
h toe bewegen. We 
on
luderen:Volgens de relativiteitstheorie wordt li
ht met frequentie �, dat wordt uitgezonden door eenli
htbron die zi
h met een snelheid u > 0 van ons af beweegt, door ons waargenomen alsli
ht met de verlaagde frequentie � 0 = �s
� u
+ u: (6.23)Als de li
htbron met een snelheid v = �u > 0 naar ons toe beweegt zien we de verhoogdefrequentie � 0 = �s
+ v
� v : (6.24)Het Doppler-e�e
t is niet iets dat alleen in een relativistis
he bes
hrijving van golfvoort-planting optreedt; we kennen het ook in de niet-relativistis
he fysi
a. Het kan immersgemakkelijk in het dagelijks leven om ons heen worden waargenomen, zoals we al aan hetbegin van dit hoofdstuk opmerkten. De verandering in waargenomen frequentie is natuurlijkvers
hillend. Om de niet-relativistis
he vorm van formule (6.23) te vinden gaan we opnieuwuit van de mono
hromatis
he 1-dimensionale golf van formule (6.15) die we weer bes
hrijvenin twee inertiaal systemen S en S 0 . Het verband tussen deze systemen wordt nu gegeven dooreen Galilei transformatie (4.4). Met behulp van de inverse van deze transformatie vinden wein plaats van (6.17) kx� !t = k(x0 + ut0)� !t0 = kx0 � (! � ku)t0 (6.25)en dus voor de nieuwe 
irkelfrequentie !0 = ! � ku: (6.26)Voor een ele
tromagnetis
he golf met k > 0 wordt dit!0 = !(1� u=
): (6.27)Het niet-relativistis
he analogon van (6.23) is dus� 0 = �(1� u=
): (6.28)Het is interessant om de relativistis
he en niet-relativistis
he formules voor het Doppler-e�e
t met elkaar te vergelijken. Als u klein is ten opzi
hte van 
 kunnen we de relativistis
heformule (6.23) ontwikkelen naar ma
hten van u=
. We krijgen dan� 0 = �s
� u
+ u = �vuut1� u=
1 + u=
 = �vuut1� 2u=
1 + u=
 = �(1� u=
+ 12u2=
2 + � � �): (6.29)45



Het Doppler-e�e
t voor li
ht is bij normale snelheden zeer klein, dit in tegenstelling tot watwe bij geluidsgolven waarnemen. In de relativistis
he zo wel als in de niet-relativistis
hetheorie is het van de orde u=
. Het vers
hil tussen het niet-relativistis
he en relativistis
hee�e
t is nog kleiner, namelijk van orde (u=
)2.We hebben ons in het voorafgaande bezig gehouden met een 1-dimensionale situatie. Alswe de resultaten daarvan vertalen naar de 3-dimensionale wereld krijgen we een bes
hrijvingvan het z.g. longitudinale Doppler-e�e
t: het e�e
t dat optreedt als de snelheid van de li
ht-bron, gezien vanuit ons standpunt, geen tangenti�ele 
omponent heeft. In de astronomie heeftmen de spe
tra gemeten van li
ht dat wordt uitgezonden door zeer ver van ons verwijderdemelkwegstelsels. (Denk daarbij aan afstanden van de orde van 108 �a 109 li
htjaren). Despe
tra die men op deze wijze vindt zijn de zelfde als die men kent uit de aardse fysi
a; zevertonen alleen kleine vers
huivingen naar het infra-rood. Dit is het gevolg van het Doppler-e�e
t: de melkwegstelsels bewegen zi
h met grote snelheid van ons af. (Men 
on
ludeert opgrond van de grootte van de gemeten Dopplervers
huivingen tot snelheden in de orde van104km=s.) We kunnen gemakkelijk met behulp van de zojuist gevonden formules nagaanwat de vers
huivingen in de frequenties van bijvoorbeeld de bekende watersto
ijnen bij eendergelijke snelheid zijn. Deze vers
huivingen zijn zelf goed te meten, maar ze zijn vaak teklein om het vers
hil te zien tussen het relativistis
he en het niet relativistis
he e�e
t.Het Doppler-e�e
t werd afgeleid door te laten zien hoe een mono
hromatis
he golfbewe-ging, die de amplitude van de golf op ieder tijdstip in ruimte en tijd geeft, transformeert. Erwerd voor de eenvoud aangenomen dat die amplitude zelf in ieder inertiaalstelsel hetzelfdeis. Voor een li
htgolf, die bestaat uit ele
tromagnetis
he golven zult U later in de studieleren dat dit niet het geval is. De amplitude van een li
htgolf wordt bes
hreven door eenele
tris
h (en een daarmee in tegenfase zijnde magnetis
h) veld. Ele
tris
he en magnetis
hevelden transformeren niet triviaal onder een Lorentz transformatie. E
hter, ook een ele
tro-magnetis
he golf bes
hrijft een trilling waaraan een gol
engte en een frequentie kan wordentoegekend. Deze trilling hangt van plaats en tijd af via de 
ombinatie kx � !t (voor eenvlakke golf in de x-ri
hting) of in het algemeen van de 
ombinatie ~k �~x�!t = P3i=1 kixi�!t(voor een golf in een willekeurige ri
hting ~k). Bij de transformatie naar een ander inertiaals-telsel zal in het algemeen de amplitude van de golf op een niet triviale wijze transformeren,maar deze transformatie is op ieder punt langs de golf dezelfde. In het getransformeerdestelsel manisfesteert de golf zi
h weer als een golf, afhangende van plaats en tijd via de
ombinatie ~k 0 � ~x 0 � !0t0 = ~k � ~x� !t. Omdat we weten hoe ~x en t onder een Lorentz trans-formatie transformeren, kunnen we bepalen hoe ~k en ! transformeren, zoals eerder afgeleid,zie verg. (6.19). Voor een golfbeweging in een willekeurige ri
hting ~k (onder een hoek � metde x-ri
hting) en een Lorentz transformatie (met een snelheid u in de x-ri
hting) geldt dusk0x = 
(u)(kx � u!=
2); k0y = ky; k0z = kz; !0 = 
(u)(! � ukx) = 
(u)(1� u 
os �=
)!:(6.30)Opgave 17:Controleer dat ~k 0 � ~x 0 � !0t0 = ~k � ~x� !t.We kunnen nu eenvoudig het Doppler-e�e
t bepalen voor een golf langs de x-as (dus in deri
hting van de relative beweging tussen bron en waarnemer), of dwars daarop. Laten we eersthet laatste geval bestuderen; we spreken dan van een transversaal Doppler-e�e
t. Omdat nu46



~k loodre
ht staat op de bewegingsri
hting (de x-ri
hting) geldt kx = 0, zodat !0 = 
(u)!.Onder een Galilei transformatie zou de fa
tor 
(u) afwezig zijn, en in de Newtonse theorie iser geen transversaal Doppler-e�e
t. We zien dus dat voor een transversaal bewegende bron(of waarnemer) de waargenomen frequentie groter is dan in het ruststelsel.Het Doppler-e�e
t kan ook fysis
h verklaard worden door op te merken dat de tijd �ttussen twee golfdalen pre
ies als de duur van een tik van een klok gezien kan worden. Voor eenbewegende bron nemen we een langzamer verlopende tijd waar, aanleiding gevende tot eenlangere periode �t0 = 
(u)�t tussen twee golfdalen. Maar als de bron (waarnemer) zi
h ooknog eens met een snelheid u van de waarnemer (bron) af beweegt, dan doet een tweede golfdaler u
(u)�t=
 langer over om aan te komen. Immers de bron (waarnemer) heeft tussen tweetikken een afstand u
(u)�t afgelegd, en de golf doet er u
(u)�t=
 se
onden over om die extraafstand te overbruggen. Als de beweging tussen bron en waarnemer niet langs de ri
htingvan waarneming plaats vindt, maar onder een hoek �0 daarmee, dan is de extra tijd tussentwee tikken uiteraard u
(u)�t 
os �0=
. We vinden derhalve �t0 = 
(u)(1 + u 
os �0=
)�t.Met een 
irkelfrequentie ! = 2��, bepaald door 2�=�t, volgt!0 = != [
(u)(1 + u 
os �0=
)℄ : (6.31)Voor �0 = 0 vinden we nu het eerder gevonden resultaat: als de bron met een snelheid uvan de waarnemenr af beweegt wordt de frequentie kleiner met een fa
tor q(
� u)=(
+ u).(De gol
engte wordt dus groter en we spreken van een roodvers
huiving). Maar voor hettransversale Doppler-e�e
t vinden we nu dat de frequentie eveneens kleiner wordt, terwijlwe eerder het omgekeerde hadden ge
on
ludeerd.Dat kan natuurlijk niet. Wat is hier aan de hand zult U zi
h afvragen? De oplossing zithem wederom in het feit dat we ons heel goed moeten afvragen wat we meten. In de eerstea
eiding van het transversale Doppler-e�e
t is de hoek � de hoek met de bewegingsri
htingin het stelsel waarin de bron in rust is. In de tweede a
eiding, bezien vanuit het standpuntvan de waarnemer, is �0 de hoek voor de ri
hting waaruit het signaal afkomstig is, in hetstelsel waarin de waarnemer in rust is. Als de relatieve beweging tussen bron en waarnemerin de signaalri
hting plaats vindt dan zijn die hoeken uiteraard gelijk (� = �0 = 0). Bij hettransversaal Doppler-e�e
t is dit niet het geval.Opgave 18:Gegeven dat beide uitdrukkingen voor de transformatie van !, !0 = !
(u)(1� u 
os �=
) en!0 = !=[
(u)(1+u 
os �0=
)℄, 
orre
t zijn. Laat zien dat 
os �0 = (
os ��u=
)=(1�u 
os �=
).Dit heet (relativistis
he) aberratie, welbekend uit de sterrenkunde, waar de varierenderi
hting van de beweging van een aardse waarnemer door draaiing van de aarde om de zon(en in mindere mate door de draaiing om haar as) tot kleine s
hommelingen in de positie vande sterren aanleiding geeft (de maximale afwijking bedraagt iets meer dan 20 boogse
onden).Merk op dat !0 = != [
(u)(1 + u 
os �0=
)℄ ook als ! = 
(u)(1 + u 
os �0=
)!0 ges
hrevenkan worden. Dit is pre
ies de inverse transformatie van S 0 naar S, in plaats van S naar S 0.Juist deze inverse transformatie is relevant als we uitgaan van de situatie van de waarnemer!Er zijn maar weinig leerboeken die bij het transversaal Doppler-e�e
t aanda
ht bestedenaan de vraag wat we nu pre
ies met transversaal bedoelen. Dat is waarom we er hier wat47



uitvoeriger op ingaan. Altijd weer moeten we ons vragen wat het meetpro
es is. Dus eerstdenken, dan rekenen.Het relativistis
he Doppler-e�e
t, in
lusief het transversale e�e
t, werd al in 1938 nauw-keurig gemeten door Ives en Stilwell. In de jaren '60 is dit nog eens overgedaan, gebruikmakende van een op de uiteinden van een rotor opgestelde bron (of dete
tor) van gamma-straling, gebruikmakende van het M�ossbauer e�e
t. Dit e�e
t is gebaseerd op het feit dat ineen vaste stof bij absorbtie van de (gamma)straling de terugstoot verdeeld wordt over hethele materiaal (door de binding van het atoom aan de rest). Hierdoor kan de energie van hetfoton heel nauwkeurig worden vastgelegd (er is geen verbreding van de absorbtielijn, zoalsbij losse atomen in een gas).6.7 INTERMEZZO (gravitationele roodvers
huiving)Als we nu terugdenken aan ons roterend ruimtestation, dan zien we dat het transversaleDoppler-e�e
t een eenduidige relatie met de zogenaamde gravitationele roodvers
huivingheeft. Straling afkomst van een ster heeft een kleine roodvers
huiving door het gravitatieveldvan de ster. Evenzo is li
ht dat op het aardoppervlak wordt uitgezonden en boven in eenhoge toren wordt waargenomen, ook een heel klein beetje naar het rood vers
hoven. Dit is debasis van een van de klassieke tests geweest van Einstein's algemene relativiteistheorie, zoalsuitgevoerd door Pound en Rebka in 1960. Ook hier werd van het M�ossbauer e�e
t gebruikgemaakt. Bron en dete
tor waren op een hoogte van 21,6 meter ten opzi
hte van elkaaropgesteld. Pound en Rebka waren in staat de voorspelde vers
huiving, �!=! = 2; 56�10�15te meten! (Probeer de grootte van dit e�e
t zelf na te rekenen).7 Lorentz 4-ve
torenIn de 3-dimensionale ruimte kennen we het begrip ve
tor. Een ve
tor is iets wat nietalleen een grootte heeft maar ook een ri
hting. Een ve
tor ~a wordt dus bes
hreven doordrie getallen, de drie 
omponenten ax, ay, az van de ve
tor in de ri
hting van de drie
o�ordinaatassen van een re
hthoekig of Cartesis
h ruimtelijk 
o�ordinaatsysteem met 
o�ordi-naten x, y en z.Bij overgang van �e�en Cartesis
h 
o�ordinaatsysteem C, met 
o�ordinaten x, y, en z, naareen tweede systeem C 0, met x0, y0 en z0, veranderen de 
omponenten van een ve
tor op dedezelfde wijze als de ruimtelijke 
o�ordinaten. Stel bijvoorbeeld dat we overgaan naar eenstelsel C 0 dat ten opzi
hte van C gedraaid is over een hoek � rond de z-as. De 
o�ordinatentransformeren dan volgens x0 = 
os �x + sin �y;y0 = 
os �y � sin �x;z0 = z: (7.1)De 
omponenten van een ve
tor ~a veranderen dan op dezelfde manier, nl. alsa0x = 
os �ax + sin �ay;a0y = 
os �ay � sin �ax;a0z = az: (7.2)48



Een ve
tor ~a heeft een lengte, die we soms als a of j~aj aangeven, en die gede�ni�eerd is alsj~aj = qa2x + a2y + a2z: (7.3)De lengte van een ve
tor is in ieder Cartesis
h 
o�ordinaatstelsel het zelfde; voor een draaiingzoals weergegeven in de formules (7.1) en (7.2) kunnen we dat eenvoudig veri��eren. Voortwee ve
toren ~a en ~b is er een inwendig produ
t, dat we aangeven als ~a �~b, en dat gede�ni�eerdis als ~a �~b = axbx + ayby + azbz: (7.4)Het inwendig produ
t, dat iets zegt over de lengte van beide ve
toren en hun onderlinge hoek,is ook onafhankelijk van het gekozen Cartesis
h 
o�ordinaatsysteem. Er geldt natuurlijkj~aj = p~a � ~a: (7.5)In de niet-relativistis
he fysi
a komen veel ve
torgrootheden voor; het gebruik van debijbehorende ve
tornotatie maakt het mogelijk allerlei eigens
happen en relaties 
ompa
tte formuleren. In de me
hani
a hebben we als ve
toren behalve de snelheid natuurlijk ookversnelling, impuls en kra
ht. De plaats van een deeltje is een ve
tor als we 
o�ordinaatstelselsmet de zelfde oorsprong bekijken. In de theorie van het ele
tromagnetisme hebben we ondermeer de ele
tris
he veldsterkte.Opmerking: Behalve ve
toren zijn er ook pseudo-ve
toren. Hierbij komt er een extraminteken voor de 
omponenten als we naar een gespiegeld 
o�ordinatenstelsel overgaan, bij-voorbeeld x0 = �x, y0 = �y, z0 = �z, of x0 = �x, y0 = y, z0 = z. In de me
hani
a ishet impulsmoment van een deeltje ten opzi
hte van een vaste oorsprong een pseudo-ve
tor;in het ele
tromagnetisme hebben we de magnetis
he veldsterkte als pseudo-ve
tor. In ditinleidend 
ollege zullen we ruimtespiegelingen buiten bes
houwing laten. We hoeven dan geenonders
heid te maken tussen ve
toren en pseudo-ve
toren, en mogen het impulsmoment ende magnetis
he veldsterkte als ve
toren opvatten.De tot nu toe gebruikte aanduiding voor de drie assen van re
hthoekige ruimtelijke
o�ordinaatstelsels en voor de daarbij behorende 
omponenten van ve
toren is niet erg handig,als we maximaal willen pro�teren van de mogelijkheden tot 
ompa
te formuleringen, die hetve
torbegrip ons biedt. Dit is vooral duidelijk bij formules waarin er over 
omponenten ge-sommeerd moet worden. We zullen daarom van nu af re
hthoekige ruimtelijke 
o�ordinatenniet meer aangeven als x, y en z, maar als x1, x2 en x3. Deze 
o�ordinaten horen dus bijde x1-, x2- en x3-as. De 
omponenten van een ve
tor ~a zullen we a1, a2 en a3 noemen. Wekunnen dan de lengte van een ve
tor ~a en het inwendig produ
t van een ve
tor ~a met eenve
tor ~b met behulp van sommatietekens wat korter s
hrijven alsj~aj = vuut 3Xi=1 a2i ; ~a �~b = 3Xi=1 aibi; (7.6)De formules die de relaties tussen twee Cartesis
he 
o�ordinaatsystemen bes
hrijven wordenmatrixformules. Zo s
hrijven we (7.1) en (7.2) alsx0i = 3Xj=1Dijxj (7.7)49



en a0i = 3Xj=1Dijaj (7.8)waarbij de Dij de elementen zijn van de 3� 3 matrixD = 0B� 
os � sin � 0� sin � 
os � 00 0 11CA : (7.9)Een draaiing over een willekeurige hoek en om een willekeurige as - dus niet noodzakelijk �e�ender 
o�ordinaatassen - kan op deze manier met behulp van een ges
hikte 3� 3 matrix wordenbes
hreven. Onder zo'n draaiing blijft de lengte van de 
o�ordinaatve
tor onveranderd, d.w.z.er geldt 3Xi=1 x0i2 = 3Xi=1 x2i 3Xi=1 a0i2 = 3Xi=1 a2i : (7.10)Omgekeerd kan men nagaan dat iedere lineaire transformatie x1, x2, x3 ! x01, x02, x03, die dezeeigens
hap heeft een draaiing is, of een draaiing gevolgd door een spiegeling. Men noemtzo'n transformatie wel een orthogonale transformatie, en de 3� 3 matrix Dij, die er volgensformule (7.7) bijhoort, een orthogonale matrix.Opmerkingen:� In de lineaire algebra wordt eenvoudig afgeleid dat een matrix orthogonaal is dan ensle
hts dan als de inverse van de matrix gelijk is aan zijn gespiegelde.� In de 3-dimensionale ruimte kent men behalve ve
toren ook tensoren, grootheden met9 
omponenten. De vervorming van een vast voorwerp onder invloed van uitwendigekra
hten wordt bes
hreven met behulp van de elasti
iteitstheorie. Als de situatieruimtelijk anisotroop is, d.w.z. vers
hillend in vers
hillende ri
htingen, dan gebruiktmen daarbij een z.g. elasti
iteitstensor.� Men kan ook plaatsafhankelijke ve
toren gebruiken: in dat geval zijn de 
omponentenzelf fun
ties van x1, x2 en x3. Men voert dan begrippen als gradi�ent, divergentie enrotatie van ve
toren in. Het werken met zulke begrippen noemt men ve
tor-analyse.Er is natuurlijk ook tensor-analyse.E�en van de leidende idee�en van de relativiteitstheorie is dat gebeurtenissen bes
hrevenkunnen worden als punten van een 4-dimensionale ruimte, de ruimte-tijd. We gaan daarom indeze 4-dimensionale ruimte een aantal begrippen invoeren, die analoog zijn aan begrippen diewe kennen van de gewone 3-dimensionale ruimte, en die we in het voorafgaande kort hebbensamengevat. De voordelen zullen de zelfde zijn: 
ompa
te s
hrijfwijze van belangrijke relatiesen formules. We beginnen ook hier met een betere notatie. We gebruiken natuurlijk x1, x2en x3 in plaats van x, y en z voor de ruimtelijke 
o�ordinaten van een gebeurtenis. Alsvierde 
o�ordinaat nemen we niet de tijd t zelf, maar t vermenigvuldigd met de 
onstanteli
htsnelheid 
. Deze vierde 
o�ordinaat noemen we x0, dus x0 = 
t. Het voordeel van deze50



keuze is dat de vier 
o�ordinaten op deze manier de zelfde dimensie hebben, nl. de dimensievan een lengte. We s
hrijven dan voor een punt in de 4-dimensionale ruimtex = (x0; x1; x2; x3): (7.11)Let daarbij op de volgorde die we gekozen hebben. Merk ook op dat de s
hrijfwijze x, diewe om pra
tis
he redenen in dit 
ollege zullen gebruiken, g�e�en standaardnotatie is. Meestals
hrijft men voor het viertal gewoon x, maar dat hadden we hier al gebruikt voor de lengtevan ~x. Een andere gewoonte is de vier 
o�ordinaten aan te geven als x� (of als x�), waar bijde griekse index wordt gea
ht de waarden 0,1,2 en 3 aan te nemen, terwijl latijnse indi
esgea
ht worden de waarden 1,2 en 3 aan te nemen (dus alleen voor ruimtelijke 
omponenten).De nieuwe manier om ruimte-tijd 
o�ordinaten aan te geven maakt het mogelijk de Lorentztransformaties, die optreden als we van een gegeven inertiaalsysteem S overgaan naar een an-der inertaalsysteem S 0, in een 
ompa
te matrixvorm te s
hrijven, net zo als we dat hier bovenmet de orthogonale transformaties in de Cartesis
he ruimte hebben gedaan. De standaardLorentz transformatie in de x1-ri
hting van formule (4.37) wordt danx0� = 3X�=0(L1)��x�; (7.12)met daarin de 4� 4 matrix (L1)�� gegeven als(L1)�� = 0BBB� 
(u) �
(u)u=
 0 0�
(u)u=
 
(u) 0 00 0 1 00 0 0 11CCCA : (7.13)Let op de gevolgen van het feit dat we de tijd
o�ordinaat x0 = 
t voorop gezet hebben. Ookhebben we bij het aangeven van de indi
es van de matrix L1 de re
hter index boven gezet.Dit is niets meer dan een notatie kwestie. We zullen verderop uitleggen waarvoor dit handigis. Op dezelfde manier s
hrijven we ook de standaard Lorentz transformaties in de x2 en x3ri
hting van formules (4.39) en (4.40) met matri
es (L2)�� en (L3)��, die we uit deze formuleskunnen a
ezen, en die gelijk zijn aan(L2)�� = 0BBB� 
(u) 0 �
(u)u=
 00 1 0 0�
(u)u=
 0 
(u) 00 0 0 11CCCA ; (7.14)
(L3)�� = 0BBB� 
(u) 0 0 �
(u)u=
0 1 0 00 0 1 0�
(u)u=
 0 0 
(u) 1CCCA : (7.15)Ook algemene Lorentz transformaties zoals besproken in Hoofdstuk 5 kunnen op deze manierworden ges
hreven met behulp van een 4� 4 matrix L.51



Merk op dat de inverse van een Lorentz transformatie met matrix L door de inversematrix L�1 wordt bes
hreven. Als we met behulp van de matrix L van �e�en inertiaalsysteem Snaar een tweede inertiaalsysteem S 0 overgaan, en vervolgens met de matrix L0 naar een derdesysteem S 00, kunnen we het totale resultaat bes
hrijven met de matrix L0L, het matrixprodu
tvan L en L0, met matrixelementen(L0L)�� = 3X�=0(L0)��L��: (7.16)We de�ni�eren nu algemeen een Lorentz 4-ve
tor als een grootheid met 4 
omponenten diebij de overgang naar een ander inertiaalsysteem op dezelfde manier transformeren als deruimte-tijd 
o�ordinaten x0, x1, x2 en x3. (Merk even op dat we to
h maar ruimte-tijd blijvenzeggen, ondanks de volgorde van x0, x1, x2, x3.) We zullen zulke 4-ve
toren aangeven alsa, b, � � �, met a = (a0; a1; a2; a3), b = (b0; b1; b2; b3), � � �, et
. Bij een transformatie van deruimte-tijd 
o�ordinaten x! x0 volgensx0� = 3X�=0L��x� (7.17)hoort dus een transformatie van de 
omponenten a! a0 volgensa0� = 3X�=0L��a� (7.18)Als we ons beperken tot inertiaalsystemen die de zelfde oorsprong hebben, kunnen we deruimte-tijd 
o�ordinaten van een gebeurtenis zelf ook opvatten als de 
omponenten van eenLorentz 4-ve
tor; in het algemenere geval vormen de vers
hillen van de 
o�ordinaten van tweegebeurtenissen een 4-ve
tor.We de�ni�eren het inwendig produ
t van twee 4-ve
toren a en b alsa � b = a0b0 � 3Xi=1 aibi: (7.19)Dit inwendig produ
t is vers
hillend van het 3-dimensionale inwendig produ
t in (7.6). Ditlaatste is positief de�niet: ~a �~a is groter of gelijk aan nul; uit ~a �~a = 0 volgt bovendien ~a = ~0.Vanwege het minteken in (7.18) is dit niet meer het geval voor het 4-dimensionale inwendigeprodu
t.Het inwendig produ
t in de ruimte-tijd is inde�niet: a � a kan negatief zijn; bovendien kana � a nul zijn zonder dat de 4-ve
tor a zelf nul is.We laten nu zien waarommen voor Lorentz 4-ve
toren dit inwendig produ
t heeft gekozen,en niet een de�niet positief inwendig produ
t met alleen plustekens. Bekijk het inwendigprodu
t van de ruimte-tijd 4-ve
tor x = (x0; x1; x2; x3) met zi
h zelf. Dit is gelijk aanx � x = x20 � 3Xi=1 x2i = 
2t2 � x21 � x22 � x23: (7.20)52



Dit is niets anders dan de fundamentele kwadratis
he vorm, die we in het begin van hoofd-stuk 5 hebben ingevoerd, en verder in hoofdstuk 6 hebben gebruikt om allerlei belangrijkefysis
he eigens
happen van de ruimte-tijd te karakteriseren. Deze kwadratis
he vorm wasinvariant onder standaard Lorentz transformaties. Dit hing dire
t samen met het belangrijkefysis
h gegeven dat de li
htsnelheid het zelfde was in alle inertiaalsystemen. We hebben inhoofdstuk 5 de invariantie van de kwadratis
he vorm in feite gebruikt om algemene Lorentztransformaties mee te de�ni�eren.Uit de invariantie van x � x kan men gemakkelijk a
eiden dat ook x � y, het inwendigprodu
t van twee ruimte-tijd 4-ve
toren x = (x0; x1; x2; x3) en y = (y0; y1; y2; y3), invariantis onder Lorentz transformaties. Bekijk daartoe de inwendige produ
ten van x+ y en x� ymet zi
h zelf. Beide zijn natuurlijk Lorentz invariant. Met de bilineariteit van het inwendigprodu
t s
hrijven we (x+ y) � (x + y) = x � x+ y � y + 2x � y(x� y) � (x� y) = x � x+ y � y � 2x � y (7.21)en dus x � y = f(x+ y) � (x + y)� (x� y) � (x� y)g=4: (7.22)Daaruit volgt dat x � y Lorentz invariant is voor willekeurige x en y. Voor de 
omponentenvan de ruimte-tijd 4-ve
toren x en y kunnen we 8 willekeurige getallen nemen. Voor tweeLorentz 4-ve
toren a en b kunnen we dat ook doen. Beide stellen van 8 getallen transformerenop de zelfde manier als we met een Lorentz transformatie naar een ander inertiaalsysteemovergaan. Daaruit kunnen we een belangrijke 
on
lusie trekken:Het inwendig produ
t a � b van twee willekeurige Lorentz 4-ve
toren a en b is invariantonder Lorentz transformaties.De 4-dimensionale ruimte-tijd voorzien van het inwendig produ
tx � y = x0y0 � 3Xi=1 xiyi (7.23)en de daar bij behorende kwadratis
he vormx � x = x20 � 3Xi=1 x2i ; (7.24)wordt wel Minkowski-ruimte genoemd.We merken nog op dat het invariante inwendige pro
u
t (kortweg ook wel inprodu
tgenoemd) van twee 4-ve
tor x en y gegeven wordt doorx � y = 3X�=0 x�y� = 3X�=0 x�y�; (7.25)indien we de notatie van een bovenindex hebben ingevoerd,(y0; y1; y2; y3) = (y0;�y1;�y2;�y3); (x0; x1; x2; x3) = (x0;�x1;�x2;�x3): (7.26)53



Bij het vormen van een inwendig produ
t sommeert men dus over de 
omponenten van detwee 4-ve
toren, waarbij de ene 4-ve
tor de index boven en de andere de index beneden heeft(vergelijk de notatie voor de 4� 4 matrix L behorende bij een Lorentz transformatie). Zo'nsommatie komt zo vaak voor dat ik U niet wil onthouden wat Einstein wel geks
herend zijnbelangrijkste ontdekking heeft genoemd, namelijk de sommatie
onventie.De sommatie
onventie: over twee gelijke indi
es, waarvan een boven en een onder, wordtautomatis
h gesommeerd.Dit voorkomt veel s
hrijfwerk en het verdient de voorkeur in de paar gevallen dat sommatieniet plaats dient te vinden, dit expli
iet te vermelden.In het geval van de 3-dimensionale Cartesis
he ruimte is de lengte van een ve
tor ~a gelijkaan de wortel van het inwendig produ
t van die ve
tor met zi
h zelf. Voor een Lorentz4-ve
tor a kan het inwendig produ
t negatief zijn. In dat geval moet men de \lengte"van a zorgvuldiger de�ni�eren. In aansluiting op wat we in hoofdstuk 6 besproken hebben,onders
heiden we de volgende gevallen:� a � a > 0: De 4-ve
tor a heet tijda
htig.� a � a = 0: De 4-ve
tor a heet li
hta
htig.� a � a < 0: De 4-ve
tor a heet ruimtea
htig.Tijda
htige en li
hta
htige 4-ve
toren hebben dus een \lengte" jaj = pa � a, maar voorruimtea
htige 4-ve
toren moeten we kennelijk jaj = p�a � a de�ni�eren. Omdat a � a en hetteken van dit inwendig produ
t onafhankelijk is van het stelsel waarin we het bepalen - hetis invariant onder Lorentz transformaties - is voor een ruimtea
htige 4-ve
tor aldus de lengtewelgede�ni�eerd.Een li
hta
htige ve
tor volgt altijd een li
htstraal. Het is een fundamenteel uitgangspuntvan de relativiteitstheorie dat dit in ieder stelsel het geval is (het li
htpostulaat). Evenfundamenteel is dat voor een tijda
htige ve
tor er altijd een inertiaalstelsel te vinden iswaarvoor de ruimtelijke 
omponenten van de 4-ve
tor gelijk aan nul zijn. Evenzo kan vooreen ruimtea
htige ve
tor a altijd een stelsel gevonden worden waarvoor de tijds
omponentgelijk aan nul is. In zo'n stelsel kan men met re
ht over de lengte van de ve
tor spreken (j~aj),die dus in een willekeurig stelsel gede�nieerd kan worden door p�a � a.Opgave 19:Geef een bewijs van de uitspraken gedaan in bovenstaande paragraaf.Uit de bespreking van het Doppler-e�e
t is eenvoudig af te leiden dat we met golfve
toren 
irkelfrequentie een 4-ve
tor kunnen samenstellen. Transformatie regels werden afgeleiddoor te eisen dat ~k � ~x� !t onveranderd blijft onder een Lorentz transformatie.Opgave 20:Laat zien dat k = (!=
; kx; ky; kz) transformeert als een 4-ve
tor onder Lorentz trans-formaties. 54



Hiermee hebben we dus naast het voorbeeld van de punten in de ruimte-tijd een anderexpli
iet voorbeeld van een Lorentz 4-ve
tor. De golf-4-ve
tor speelt een belangrijke rol,omdat uit vele experimenten, al voor de formulering van de relativiteitstheorie, bekend wasdat li
ht naast een golfkarakter ook een deeltjeskarakter heeft. Het bijbehorende deeltjewerd een foton genoemd. Hoewel het niet tot stilstaan gebra
ht kan worden (immers deli
htsnelheid is in ieder stelsel gelijk aan 
), manifesteert het zi
h wel als een deeltje meteen energie E = h� = �h! en een impuls ~p = �h~k. Impuls is hoeveelheid beweging, envoor een deeltje met massa m wordt het gegeven door ~p = m~v. In het volgende hoofdstukzullen we dit uitvoerig bespreken. Verder is �h = h=(2�) en h de 
onstante van Plan
k,h = 6; 626� 10�34kg m2=s. Deze had h ingevoerd om tot een 
orre
te bes
hrijving van dethermis
he straling te komen. Einstein heeft h in zijn bestudering van het fotoele
tris
hee�e
t ge��nterpreteerd als de 
onstante die nodig is om te verklaren dat li
ht dat op eenkathode valt sle
hts ele
tronen met een heel bepaalde energie (E = h�) vrijmaakt. Hetwas hiervoor, en niet voor de relativiteitstheorie, dat Einstein in 1922 de Nobelprijs kreeg.De stralingsdruk kon nu gezien worden als de impulsoverdra
ht door deze li
htdeeltjes (eenli
htbundel kan gezien worden als een stroom van li
htdeeltjes). Deze impuls is pre
ies �h~k(in grootte dus gelijk aan h=�).Om de overeenkomsten en de vers
hillen tussen de gebruikelijke 3-ve
toren en de in dithoofdstuk ingevoerde Lorentz 4-ve
toren goed te begrijpen geven we nog een overzi
ht.Overzi
ht:In de 3-dimensionale ruimte gebruiken weCartesis
he 
o�ordinaatstelsels. In de 4-dimensionale ruimte-tijd gebruikenwe inertiaalstelsels.Alle Cartesis
he 
o�ordinaatsystemen zijnequivalent wat hun fysis
he betekenis be-treft (isotropie van de ruimte). Alle inertiaalsystemen zijn fysis
h equiva-lent (het relativiteitsprin
ipe).Ze zijn onderling verbonden door ortho-gonale transformaties (draaiingen en spie-gelingen). Ze zijn onderling verbonden door Lorentztransformaties.Er is een positief de�niet inwendig pro-du
t, waar mee de lengte van een ve
torgede�ni�eerd kan worden. Er is een inde�niet inwendig produ
t, datvoor tijda
htige en ruimtea
htige 4-vetoreneen \lengte" de�ni�eert.Het inwendig produ
t en de daarvan afge-leide lengte zijn invariant onder orthogo-nale transformaties. Het inwendig produ
t en de daarvan even-tueel afgeleide \lengte" zijn invariant on-der Lorentz transformaties.
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8 Relativistis
he me
hani
aDe basisformule van de Newtonse me
hani
a, de relatie ~F = m~a, is niet invariant onderLorentz transformaties. Dat betekent dat de Newtonse me
hani
a niet past in de Einsteinserelativiteitstheorie. Dit hebben we in hoofdstuk 4 expli
iet laten zien door de transformatievan de versnelling te bestuderen. Zie ook de korte samenvattende 
on
lusie aan het eindevan hoofdstuk 5.We gaan in dit hoofdstuk de basisbegrippen formuleren van een nieuwe me
hani
a, dieaan de eisen van de spe
iale relativiteitstheorie voldoet, en die we daarom Einsteinse me-
hani
a kunnen noemen. Zoals we al eerder opgemerkt hebben blijft de Newtonse me
hani
abruikbaar als een zeer goede benadering voor een groot gebied van fysis
he vers
hijnselen,in feite voor de meeste vers
hijnselen van me
hanis
he aard die we om ons heen kunnenwaarnemen. Pas bij situaties waarbij extreem hoge snelheden optreden, zoals bijvoorbeeldin de deeltjesversnellers, die men voor experimenten in de elementaire deeltjesfysi
a gebruikt,moet de Newtonse me
hani
a vervangen worden door de nieuwe Einsteinse me
hani
a. (Ombegrijpelijke redenen spreekt men vaak van niet-relativistis
he en relativistis
he me
hani-
a. Strikt genomen is de aanduiding Newtonse en Einsteinse me
hani
a beter. Beide zijnnamelijk relativistis
h in de zin dat ze aan een bepaalde versie van het relativiteitsprin
ipevoldoen.)We zullen ons in onze dis
ussie beperken tot het geval van puntdeeltjes. In het tweededeel bespreken we ook de invloed van een ele
tromagnetis
h veld op geladen deeltjes. (Wehebben gezien dat gelijktijdigheid van twee gebeurtenissen op vers
hillende plaatsen geenLorentz invariant begrip is. Het idee van twee deeltjes die elkaar op afstand be��nvloedendoor een instantane kra
htswerking, hoort daarom niet thuis in het kader van de relativiteits-theorie. Wisselwerking door middel van gravitatiekra
hten kan pas volledig bevredigendworden bes
hreven als men gebruik maakt van de algemene relativiteitstheorie, die doorEinstein in 1912 is geintrodu
eerd, en die kan worden opgevat als een uitbreiding van zijnspe
iale relativiteitstheorie.)De beweging van een puntdeeltje wordt bes
hreven door 3 fun
ties van t, x1(t), x2(t)en x3(t). Op ieder moment hoort daarbij een snelheids 3-ve
tor ~v(t) met 
omponentenvj(t) = dxj(t)=dt. De basisformule van de Newtonse me
hani
a,~F = md~vdt (8.1)zegt dat de verandering van deze snelheid evenredig is aan de kra
ht die op het deeltje wordtuitgeoefend. Voor het vinden van relativistis
he modi�
aties van niet-relativistis
he formulesgaan we over naar een 4-dimensionale bes
hrijving. We proberen in het bijzonder om 3-ve
toren te vervangen door Lorentz 4-ve
toren. Van formules die met behulp van 4-ve
torenges
hreven zijn kunnen we dire
t zien hoe ze transformeren onder Lorentz transformaties.We kijken naar de snelheid: We hebben de drie 
omponenten vj(t) = dxj(t)=dt. Het ligtvoor de hand om te proberen hiervan een 4-ve
tor te maken door deze drie 
omponenten aante vullen met een 
omponent v0(t) = dx0(t)=dt. Omdat x0(t) = 
t betekent dat v0(t) = 
.Dus de vraag is of v = (
; v1; v2; v3) (8.2)56



een Lorentz 4-ve
tor vormt. Dat dit niet het geval is zien we door op te merken dat v � v =
2 � v2. Zoals gewoonlijk s
hrijven we v = j~vj voor de lengte van de 3-snelheidsve
tor.Gebruiken we dat 
2 � v2 = 
2=
2(v), dan zien we dat de 4-ve
torw � 
(v)v = 
(v)(
; v1; v2; v3) (8.3)wel een invariante \lengte" heeft,w � w = 
2(v)v � v = 
2(v)(
2 � v2) = 
2: (8.4)Bedenk ook dat x een Lorentz 4-ve
tor is, maar dat t niet invariant is onder Lorentztransformaties, zodat dx=dt nooit als een Lorentz 4-ve
tor kan transformeren. Als nu � deeen willekeurige andere parameter is, waarin we de bewegingen van het deeltje bes
hrijven,x(�) = (
t(�); x1(�); x2(�); x3(�)), dan geeft differentiatie naar � wel een Lorentz 4-ve
tor,immers men heeft voor een Lorentz transformatie L (gebruik dat L�� 
onstant is)dx0�(�)d� = dd�  3X�=0L��x�(�)! = 3X�=0L��dx�(�)d� ; (8.5)en dit komt overeen met formule (7.18), die het transformatiegedrag van Lorentz 4-ve
torenbes
hrijft. We nemen nu als parameter de in hoofdstuk 6 ingevoerde eigentijd. Met behulpvan formule (6.13) vinden wedx�d� = dx�dt  d�dt !�1 = 
(v)v� = w� (8.6)Dit betekent dat we te maken hebben met grootheden, die voor snelheden v die klein zijnten opzi
hte van de li
htsnelheid 
 niet merkbaar vers
hillen van de 
omponenten van ~v. Devolgende de�nitie ligt daarom voor de hand:De 4-snelheidsve
tor van een bewegend puntdeelje is een 4-ve
tor w met de 
omponentenw� = dx�=d� = 
(v)dx�=dt, met daarin � de eigentijd langs de wereldlijn van het deeltje.De 4-snelheid bevat natuurlijk maar 3 onafhankelijke 
omponenten. Dat zien we bijvoorbeeldaan het feit dat de \lengte" van w gelijk aan 
 is.De de�nitie van de snelheids 4-ve
tor is nog een zuiver kinematis
he aangelegenheid,nl. de bes
hrijving van de beweging van een deeltje. We gaan nu een stapje nemen in deri
hting van een relativistis
he dynami
a, door naast de 4-snelheid de impuls als 4-ve
tornader te bestuderen. Ook in de Newtonse me
hani
a speelt de impuls een belangrijke rol.De impulsve
tor ~p van een deeltje met snelheid ~v en massa m is gelijk aan m~v. We de�ni�erenin analogie hiermee een 4-ve
tor:De relativistis
he 4-impulsve
tor van een deeltje met massa m is de 4-ve
tor p = mw met
omponenten p� = mw� = m
(v)dx�dt : (8.7)57



Als de snelheid v van het deeltje klein is ten opzi
hte van de li
htsnelheid 
 geldt natuurlijkdat de � = 1; 2; 3 
omponenten van deze relativistis
he 4-impuls p experimenteel niet teonders
heiden zijn van de 
omponenten van de niet-relativistis
he impuls ~p. We kunnen ditexpli
iet maken door de fa
tor 
(v) naar ordes v2=
2 te ontwikkelen volgens
(v) = (1� v2=
2)� 12 = 1 + 12v2=
2 + 38(v2=
2)2 + � � � : (8.8)Voor de � = i = 1; 2; 3 
omponenten van p geeft ditpi = mvi + 12mviv2=
2 + � � � : (8.9)De nulde orde term is de niet-relativistis
he impuls, de hogere orde termen zijn 
orre
tiesdaarop.De impuls is een belangrijk begrip in de Newtonse me
hani
a. Dat komt vooral omdat hetonder ges
hikte omstandigheden een behouden grootheid is. Van een veeldeeltjes-systeem,dat geen uitwendige kra
hten ondervindt, zijn de drie 
omponenten van de totale impuls
onstant in de tijd. In botsingspro
essen is de totale impuls v�o�or de botsing gelijk aande totale impuls n�a de botsing: Als we de deeltjes nummeren met de index k, de massa'saangeven met m(k), de grootheden v�o�or de botsing aangeven als ~v(k), ~p(k), en n�a de botsingals ~v 0(k), ~p 0(k), betekent dit Xk ~p(k) =Xk ~p 0(k); (8.10)of uitges
hreven Xk m(k)~v(k) =Xk m(k)~v 0(k): (8.11)De wet van het behoud van impuls kan afgeleid worden uit de bewegingsvergelijkingen vanNewton; het is een belangrijke dynamis
he eigens
hap van niet-relativistis
he systemen.We nemen aan dat er iets soortgelijks geldt voor het relativistis
he geval:We veronderstellen dat in de relativistis
he me
hani
a de j = 1,2,3 
omponenten van de 4-impuls p, zoals gede�ni�eerd in (8.7), onder ges
hikte omstandigheden behouden groothedenzijn.Voor een botsingspro
es betekent datXk pj(k) =Xk p0j(k); (8.12)of anders ges
hreven Xk m(k)
(v(k))~v(k) =Xk m(k)
(v0(k))~v 0(k): (8.13)Het is experimenteel gebleken, dat formule (8.11) niet meer geldig is bij botsingspro-
essen waarbij de deelnemende deeltjes zeer hoge snelheden hebben. In plaats daarvanvindt men dat bij zulke pro
essen voldaan wordt aan de zojuist geformuleerde relativisti-s
he behoudswet. Formule (8.13) bes
hrijft dus een belangrijke dynamis
he eigens
hap vanrelativistis
he systemen. 58



De 4-impulsve
tor p heeft vier 
omponenten. We hebben er tot dusver maar drie bespro-ken. Wat is de fysis
he betekenis van de vierde 
omponent p0? Daartoe ontwikkelen we 
p0naar v2=
2 met behulp van (8.8). Dat geeft
p0 = m

(v)dx0=dt = m
2
(v) = m
2 + 12mv2 + 38mv4=
2 + � � � : (8.14)Afgezien van een 
onstante term m
2, die alleen afhangt van de massa, dus van het soortdeeltje, vinden we de niet-relativistis
he (kinetis
he) energie van het deeltje 12mv2, en tenslot-te termen van hogere orde in v2=
2, die we als relativistis
he 
orre
tietermen kunnen opvat-ten. Dit maakt aannemelijk dat we 
p0 de relativistis
he (kinetis
he) energie noemen:De energie van een vrij bewegend puntdeeltje is volgens de relativiteitstheorie gelijk aan
p0, met p0 de vierde 
omponent van de relativistis
he 4-impulsve
tor p.Bij een botsingpro
es van deeltjes met hoge snelheden is het deze grootheid die behoudenis, zoals uit vele experimenten is gebleken. De wet van energiebehoud luidt dusXk m(k)
(v(k))
2 =Xk m(k)
(v0(k))
2 (8.15)en niet Xk 12m(k)(v(k))2 =Xk 12m(k)(v0(k))2: (8.16)Opmerking: In de relativiteitstheorie zijn impuls en energie nauw met elkaar verbonden:er is �e�en 4-ve
torgrootheid, de energie-impuls 4-ve
tor. Deze is uit de vier afzonderlijkegrootheden opgebouwd. Het onders
heid tussen wat energie is en wat impuls hangt van debewegingstoestand van de waarnemer af, net als bij het onders
heid tussen tijd en ruimte inde Minkowski ruimte.Aan het eind van het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat voor een foton E = h� enp = j~pj = h=�. Hieruit leiden we eenvoudig af datE = p
: (8.17)We kunnen dan verwa
hten dat begrippen als energie en impuls enige aanpassing behoeven,omdat volgens de Newtonse me
hani
a kinetis
he energie van een massief deeltje gegevenwordt door Ekin = 12pv. De vraag is e
hter of we aan een foton wel een massa kunnentoekennen. De massa wordt voor een gewoon deeltje gede�nieerd door de wet van Newton,die uitspraken doet over de toename van de snelheid met de werking van een kra
ht. Bij eenfoton zal de snelheid altijd die van het li
ht zijn. Zonder toename van snelheid geen massa.Anderzijds kan massa ook bepaald worden door energieverlies in een gravitatieveld en alseen foton een energie heeft zou er geen reden zijn om geen energieverlies te ondergaan. Eendeel van de afbuiging van het li
ht van een ster aan de zon bij een zonsverduistering (eenandere belangrijke test van de algemene relativiteitstheorie) kan aldus verklaard worden.Inderdaad hebben we bij het transversaal Doppler-e�e
t gezien dat er ook een gravitationeelDoppler-e�e
t is waarbij de frequentie van li
ht dat uit een gravitationele put moet klimmenafneemt, zodanig dat ook de energie afneemt, immers E = h�.59



Als er �e�en natuurkundige wet is die iedere leek kent, dan is het wel de beroemde wet vanequivalentie tussen massa en energie E = m
2: (8.18)Er is een eenvoudig geda
htenexperiment waarmee Einstein deze equivalentie aantoonde,zoals in de �guur weergegeven. Er wordt een foton verzonden aan de linker kant van eendoos, dat aan de re
hter kant wordt geabsorbeerd. Door de terugstoot van het uitgezondenfoton, dat een impuls E=
 = �h!=
 heeft, krijgt de doos een kleine snelheid naar links, bepaalddoor de eis dat impuls behouden blijft, dus v = �E=(
M). Hierin isM de massa van de doosen we mogen gevoeglijk aannemen dat v te verwaarlozen is t.o.v. de li
htsnelheid. Op hetmoment dat het foton wordt geabsorbeerd, wordt de terugstoot weer teniet gedaan en komtde doos tot stilstand. Intussen heeft de doos zi
h e
hter wel over een afstand x = vt = vL=
verplaatst, waarbij L de lengte van de doos is. Dus de doos heeft zi
h over een afstandx = �EL=(M
2) verplaatst, maar omdat op de doos geen uitwendige kra
hten werken moethet zwaartepunt van de doos op zijn plaats blijven. Het foton is van links naar re
hts gegaan,en heeft in ieder geval energie getransporteerd. Voor een kogel zou er ook massa verplaatstzijn. Kennelijk moeten we aan een foton ook een trage massa toekennen, die er voor zorgtdat het zwaartepunt op zijn plaats blijft. Als we de massa van het foton m noemen dan is deverplaatsing van het zwaartepunt mL +Mx. Uit de eis dat het zwaartepunt op zijn plaatsmoet blijven volgt mL +Mx = 0, en we vinden m = E=
2.

L

v

�guur 8.1Omgekeerd 
orrespondeert massa met energie, en is dus de 
on
lusie dat zelfs een deeltjein rust een energie heeft. Omdat 
 zo groot is, is die energie gigantis
h en ligt E = m
2 aan debasis van het verkrijgen van energie uit kernrea
ties, zowel bij fusie als bij splijting. Ander-zijds, als we een deeltje een snelheid v geven neemt zijn energie toe. Naast de rustenergiem
2komt er de kinetis
he energie bij, E = m
2 + 12mv2. Deze energie vertegenwoordigt op zijnbeurt een massa m(v) = (1+ 12v2=
2)m. We hebben al eerder gezien dat de Newtonse wettenalleen geldig zijn bij kleine snelheden, zodat we verwa
hten dat de formule voor m(v) alleengeldig is voor snelheden klein t.o.v. de li
htsnelheid. Tot in laagste orde komt bovenstaanderesultaat overeen met m(v) = 
(v)m. Deze formule is juist daarom a

eptabel omdat hetverklaart waarom een deeltje niet sneller dan de li
htsnelheid kan gaan. De trage massam(v)60



wordt steeds groter met toenemende snelheid en gaat bij nadering van de li
htsnelheid naaroneindig, zodanig dat een versnelling alleen nog maar ten goede komt aan de toenemendemassa m(v) maar niet meer aan een toenemende snelheid.Een eenvoudig bewijs van deze formule voor m(v) kan gegeven worden door gebruik temaken van het feit dat de impuls en de energie behouden moet blijven bij een botsing. Menheeft wel eens geprobeerd deze behoudswetten omver te werpen. Vooral bij het beta (ofradioa
tieve) verval zat men lange tijd met het probleem dat impuls- en energiebehoud metelkaar in tegenspraak waren, tot dat Pauli op het idee kwam dat dit wel eens zou kunnenkomen doordat men blind was voor een extra deeltje dat bij het vervalspro
es betrokkenwas, namelijk het neutrino. Dit heeft zulke zwakke intera
ties met andere materie (hetheeft geen ele
tris
he lading en mogelijk geen rustmassa, in welk geval het zi
h altijd metde li
htsnelheid voortbeweegt), dat we het niet zien. Er is een belangrijke reden om behoudvan energie en impuls als ons
hendbare wetten te bes
houwen. Ze zijn een 
onsequentie vanhet feit dat ruimte en tijd homogeen zijn. We nemen aan dat de natuurwetten invariant zijnonder translatie in ruimte en tijd. (Evenzo volgt uit de isotropie van de ruimte, oftewel deinvariantie onder een draaiing, dat het impulsmoment behouden moet zijn.) We bekijkennu de botsing van twee identieke deeltjes met massa m en exa
t tegengestelde snelhedenw. De deeltjes zijn voorzien van zeer sterke kleefpasta, zodanig dat ze niet meer los vanelkaar kunnen komen en dus na de botsing als �e�en deeltje stil blijven liggen. Immers detotale impuls voor de botsing was nul. We nemen aan dat er geen wrijving is opgetreden endat bij het aan elkaar kleven geen warmte wordt geprodu
eerd. We gaan nu over van hetzwaartepuntstelsel naar het ruststelsel van �e�en van de twee deeltjes (zie de �guur). Klassiek
v

ww

m(v)

w

m

M

M(w) �guur 8.2zou het andere deeltje nu een snelheid 2w hebben, maar uit het relativistis
h optellen vande snelheden volgt dat in dit nieuwe stelsel het andere deeltje beweegt met een snelheidv = 2w=(1 + w2=
2): (8.19)We noemen de nader te bepalen massa m(v). Na de botsing hebben de twee samenklit-tende deeltjes een snelheid w en een massa M(w) (immers het zwaartepuntstelsel heeft eensnelheid w t.o.v. het nieuwe stelsel). Uit behoud van energie en impuls volgtm(v)
2 +m
2 =M(w)
2; m(v)v = M(w)w: (8.20)Uit deze twee vergelijkingen kunnen we M(w) elimineren, waartoe we de vergelijking voorenergiebehoud met w=
2 vermenigvuldigen, (m +m(v))w = M(w)w. Dit substituren in devergelijking voor impulsbehoud geeft dus (m(v) +m)w = m(v)v.61



Samen met v = 2w=(1 + w2=
2) volgt dus (ga na!)m(v) = m(1 + w2=
2)(1� w2=
2) = 
(v)m: (8.21)Hoewel we dit resultaat hebben verkregen zonder te bepalen wat M(w) in werkelijkheid is,is het to
h interessant deze te berekenen.Opgave 21:Laat zien dat M(w) = m(v)v=w = 2m=(1�w2=
2) en dat M = 2
(w)m in het zwaartepunt-stelsel. Verklaar kwalitatief en kwantitatief de reden voor het vers
hil tussen M en 2m.We hebben nu gezien dat E = m(v)
2 en ~p = m(v)~v en dat we deze grootheden kunnen
ombineren in een 4-ve
tor, genoemd de 4-impuls p = (E=
; p1; p2; p3), die zi
h onder Lorentztransformaties op de juiste manier gedraagt. Dit in analogie met de situatie voor het foton.De \lengte" van deze tijda
htige 4-ve
tor is pre
ies de rustmassa maal de li
htsnelheid, eenresultaat dat onafhankelijk is van het stelsel (dus van de snelheid v). Het stelsel waarin deruimtelijke 
omponenten verdwijnen is pre
ies het lokale inertiaalstelsel, dat ook gede�nieerdis in aanwezigheid van gravitatiekra
hten.Opgave 22:Laat zien dat p � p = p�p� = m2
2 en dat voor een foton (p = �hk) dit leidt tot de uitspraakdat het geen rustmassa bezit.Opmerking: We kunnen de relativistis
he energie E uitdrukken in de j = 1; 2; 3 
omponentenvan de 4-impuls. We gebruiken hiervoor het resultaat uit opgave 22. Met p � j~pj lossen weE op uit m2
2 = p � p = E2=
2 � p2. Dit geeft de relativistis
he energie-impuls relatieE = qm2
4 + p2
2: (8.22)Een belangrijke eigens
hap van het boven ingevoerde energiebegrip is de aanwezigheidvan de 
onstante term m
2 in de uitdrukking van de energie van een vrij deeltje: zoals weeerder zagen betekent het dat er ook een energie wordt toegekend aan een deeltje dat inrust is. Omdat het hier om een 
onstante gaat die alleen van het soort deeltje afhangt, zoumen kunnen denken dat men deze rustenergie ook wel weg zou kunnen laten. Dit is niet hetgeval. Integendeel, de extra term heeft te maken met een zeer belangrijk fysis
he aspe
t vande relativiteitstheorie dat nog niet ter sprake gekomen is.Bij het spreken over botsingspro
essen onders
heiden we enerzijds elastis
he pro
essenwaarbij men voor en na de botsing dezelfde deeltjes heeft, alleen met andere snelheden enzi
h in andere ri
htingen bewegend. In die situatie kan men in formule (8.15), zijnde debehoudswet voor de relativistis
he energie in een botsingspro
es, de rustenergietermen vande linkerkant en van de re
hterkant aftrekken, zonder dat de geldigheid van de formule wordtaangetast. Dit geeft dan behoud van bewegingsenergie.Anderzijds (zie bijv. �guur 8.2) kent men ook niet-elastis
he pro
essen waarbij ingaandeen uitkomende deeltjes vers
hillend zijn. Zo kan in de kernfysi
a en elementaire deeltjesfysi
a62



er 
reatie en annihilatie van deeltjes plaatvinden. Denk bijvoorbeeld aan een geval waarbij ertwee deeltjes a en b ingaan, en er tengevolge van wisselweking tijdens de botsing drie anderedeeltjes A, B en C uitkomen. Dit is typis
h een situatie waarbij de relativiteitstheoriegebruikt moet worden. Er is behoud van energie in de relativistis
he zin, d.w.z. er geldtm(a)
(v(a))
2+m(b)
(v(b))
2 = m(A)
(v(A))
2+m(B)
(v(B))
2+m(C)
(v(C))
2: (8.23)Als we in deze formule de termen voor de rustenergie van linker en re
hterlid aftrekken,geldt het gelijkteken in het algemeen niet meer. Dat betekent dat in dit geval de rustenergieessenti�eel is voor de geldigheid van het prin
ipe van energiebehoud.We kunnen dit ook nog een beetje anders zien: In een pro
es zoals bes
hreven in (8.23)is het mogelijk dat de totale massa verandert; m(a) + m(b) hoeft niet gelijk te zijn aanm(A) +m(B) +m(C). Wat het zelfde blijft is de totale energie; de massa maakt daar deelvan uit. Dat er inderdaad fysis
he pro
essen mogelijk zijn, waarbij daadwerkelijk massa inenergie en energie in massa kan worden omgezet, is pas vele jaren na het formuleren vande spe
iale relativiteitstheorie, bij het tot ontwikkeling komen van de kernfysi
a en later deelementaire deeltjesfysi
a, duidelijk geworden.We vatten dit belangrijke aspe
t van de relativiteitstheorie kort samen:Volgens de spe
iale relativiteitstheorie is massa een vorm van energie. Massa en energiekunnen in prin
ipe in elkaar overgevoerd worden volgens de relatie E = m
2. De kernfysi
aen de elementaire deeltjesfysi
a hebben dat ook daadwerkelijk mogelijk gemaakt.Opmerking: Men gebruikt soms twee massabegrippen naast elkaar, nl. een rustmassa diemen aangeeft als m0, en die overeenkomt met wat wij de massa m hebben genoemd, en eenmassa m gede�ni�eerd als m = 
(v)m0 die wij m(v) hebben genoemd. In dat geval kan menzeggen dat de massa van een deeltje afhangt van zijn snelheid.We hebben in dit hoofdstuk enkele grondbegrippen van de relativistis
he me
hani
a in-gevoerd aan de hand van behoudswetten voor energie en impuls. Voor een deeltje, dat zi
hin een ele
tromagnetis
h veld beweegt, is het mogelijk om verder te gaan. Men kan in datgeval een 4-dimensionale generalisatie geven van de formule ~F = m(d~v=dt), de basisformulevan de Newtonse me
hani
a. Hierbij voert men een 4-dimensionale versie van het begripkra
ht in. We zullen er in het volgende hoofdstuk enkele opmerkingen over maken.We geven een overzi
ht van de belangrijkste resultaten:De relativistis
he energie en impuls van een deeltje met massa m worden bes
hreven door�e�en Lorentz 4-ve
tor p. Er geldt: p � p = m2
2:De 
omponenten van p zijn: p� = mw� = mdx�=d� = m
(v)dx�=dt:Voor snelheden v die veel kleiner zijn dan de li
htsnelheid 
 kunnen we naar v2=
2 ont-wikkelen: p0 = m
(v)
 = 
�1(m
2 + 12mv2 + � � �); pi = m
(v)vi = mvi + � � � :De energie van het deeltje kan worden uitgedrukt in ~p volgens: E = p0
 = 
pm2
2 + ~p � ~p.63



8.1 Relativistis
he kra
htE�en van de grondgeda
hten van de relativiteitstheorie is dat ruimte en tijd nauw metelkaar verbonden begrippen zijn. Ze vormen samen �e�en 4-dimensionale ruimte, waarvan depunten bestaan uit gebeurtenissen. Deze zijn in vers
hillende inertiaalsystemen voorzienvan vers
hillende ruimte-tijd 
o�ordinaten, die door Lorentz transformaties zijn verbonden.In overeenstemming hiermee kan men in de relativiteitstheorie voor allerlei begrippen engrootheden een 4-dimensionale vorm kiezen. Dit heeft grote voordelen. We krijgen 
ompa
teen transparante formuleringen en de relativistis
he eigens
happen worden duidelijk zi
htbaar.We hebben dat bijvoorbeeld gezien bij de begrippen energie en impuls die we in �e�en Lorentz4-ve
tor konden samenvatten.We gaan uit van de bewegingsvergelijking (8.1), die we s
hrijven alsd~pdt = ~F ; (8.24)met de ~p = m~v de impuls. Newton heeft zelf al zijn wet geformuleerde als kra
ht is deverandering van impuls. Duidelijk is dat deze wet geldig is bij lage snelheden. We weten dat~p deel is van een 4-ve
tor p, en evenals bij de bepaling van de snelheids 4-ve
tor is duidelijkdat dp=d� weer een Lorentz 4-ve
tor is. We kunnen aldus een Lorentz 4-ve
tor K invoeren,die de rol van relativistis
he kra
ht moet spelendpd� = K : (8.25)Aangezien dpd� = 
(v)dpdt = K ; (8.26)zodat kennelijk ~K = 
(v)~F : (8.27)Net als de impuls 4-ve
tor p, heeft de relativistis
he kra
ht sle
hts drie onafhankelijke 
om-ponenten. Immers, dp0=dt = 
�1dE=dt en dE=dt is de verri
htte arbeid per tijdseenheid.Arbeid is kra
ht maal afgelegde afstand, zodat arbeid per tijdseenheid gegeven wordt doorkra
ht maal snelheid dEdt = 
dp0dt = ~v � ~F : (8.28)Inderdaad kunnen we dit a
eiden uit verg. (8.24):~v � d~pdt = 
�1(v)~w � d(m~w)dt = 12m
�1(v)d(~w � ~w)dt = 12m
�1(v)d(
2(v)
2)dt = dEdt : (8.29)Hierbij gebruikten we dat ~p = m~w, ~v = 
�1(v)~w, 2~w � d~w=dt = d(~w � ~w)=dt (dit bewijstmen eenvoudig door het inwendig produ
t in 
omponenten uit te s
hrijven) en w � w =
2(v)
2 � ~w � ~w = 
2, zodat ~w � ~w = 
2(v)
2� 
2. Aangezien d~p=dt = ~F , is nu het bewijs vanverg. (8.28) rond. In termen van K hebben we dusK0 = dp0d� = 
�1
(v)dEdt = 
�1
(v)~v � ~F = ~K � ~v=
: (8.30)64



Een willekeurige relativisitis
he kra
ht wordt kennelijk verkregen door, uitgaande vanhet (lokale) ruststelsel, te transformeren met de Lorentz transformatie van verg. (4.41),gebruikmakende van een snelheid ~u = �~v (in de ri
hting van de kra
ht). In het ruststelselwordt de (gewone) Newtonse kra
ht, ~F � ~F o, gebruikt (de index o is om te benadrukkendat ~F o de kra
ht in het ruststelsel is gede�nieerd). De 4-ve
tor K wordt dan gegeven door(0; F o1 ; F o2 ; F o3 ). Dus verg. (8.25) kan als een relativistis
he bewegingsvergelijking gezienworden. In deze formulering is het duidelijk dat de wet van Newton niet fout is; het isalleen van belang duidelijk te maken in welk stelsel deze kan worden toegepast - in het lokaleLorentz stelsel (ruststelsel) dus, dat uiteraard tijdens de beweging verandert.Een van de postulaten van de relativiteitstheorie, bevat in de de�nitie van een intertiaal-stelsel is, dat een deeltje waar geen kra
hten op werken, zi
h eenparig re
htlijnig voortbe-weegt, dus met 
onstante snelheid. Is nu ~F een willekeurige andere kra
ht, zodanig dat inhet ruststelsel de kra
hten pre
ies in balans zijn, dan is er ook een balans in alle anderestelsels.Bes
houw als voorbeeld een ruimtes
hip, dat een 
onstante versnelling ondergaat, d.w.z.de raketmotor geeft in het ruststelsel van het ruimtes
hip een 
onstant stuwkra
ht. Wekunnen 
onstante versnelling (d~p=dt = ~F , d~F=dt = 0) ook bekijken vanuit een intertiaal-stelsel (zoals voor de hand ligt bij een geladen deeltje met een ele
tris
he lading q in een
onstant ele
tris
h veld ~E, waarvoor de kra
ht gegeven wordt door ~F = q ~E, zie verg. (8.36)in de volgende paragraaf). We kiezen de kra
ht in de x-ri
hting en de�ni�eren a = F=m.Gebruikmakende van w1 = p1=m volgt dus datdw1(t)=dt = a; (8.31)zodat w1(t) = at + w1(t = 0). Met ~v(t) = (v(t); 0; 0) vinden we w1(t) = v(t)
(v(t)), en alswe de beginvoorwaarden x(t = 0) = v(t = 0) = 0 opleggen dan volgt dus datv(t)
(v(t)) = at: (8.32)We kunnen hieruit de snelheid v(t) = dx(t)=dt oplossen,dx(t)dt = at=q1 + a2t2=
2: (8.33)Dit geeft een di�erentiaalvergelijking voor x(t) en deze heeft als oplossing (ga dit na):x(t) = 
2a �q1 + a2t2=
2 � 1� : (8.34)Voor t klein, geeft dit het niet-relativistis
he resultaat, x(t) = 12at2. Uit verg. (8.33) zienwe eenvoudig dat de snelheid, v(t) = dx(t)=dt, begrensd is door de li
htsnelheid, die voorx ! 1 van onderen wordt benaderd. De oplossing in verg. (8.34) kan ook ges
hrevenworden in de vorm [1 + ax(t)=
2℄2 � [at=
℄2 = 1: (8.35)Dit is de baan van een hyperbool in het (x; t) vlak, met als asymptoot x(t) = 
(t � 
=a),hetgeen inderdaad weergeeft dat de snelheid nooit groter wordt dan 
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8.2 Ele
tromagnetis
he veldenHet formuleren van een geuni�
eerde bes
hrijving van ele
tris
he en magnetis
he ver-s
hijnselen is �e�en van de grote prestaties van de negentiende eeuwse natuurkunde geweest.Deze bes
hrijving heeft zijn uiteindelijke vorm gekregen in de theorie van Maxwell, waarinals basisgrootheden de van ruimte en tijd afhankelijke 3-dimensionale ve
torgrootheden voorele
tris
he ( ~E(~x; t)) en magnetis
he velden ( ~B(~x; t)) optreden, die door middel van een stelseldi�erentiaal vergelijkingen met elkaar zijn verbonden Hiermee kan een breed s
ala van fysi-s
he e�e
ten worden begrepen. In het bijzonder is gebleken dat li
ht een ele
tromagnetis
hgolfvers
hijnsel is.E�en van de 
onsequenties van de theorie van Maxwell is dat de voortplantingssnelheidvan li
htgolven in va
uum in ieder inertiaalsysteem dezelfde waarde heeft. Zoals we gezienhebben, heeft dit feit in het begin van de 20e eeuw geleid tot de spe
iale relativiteitstheorievan Einstein. De Maxwell vergelijkingen die het gedrag van het ele
tromagnetis
he veldbes
hrijven zijn al relativistis
h invariant. Dit is e
hter niet dire
t duidelijk in de formuleringvan de theorie zoals we haar meestal leren, en zoals ze in feite oorspronkelijk door Maxwellwerd opgesteld.Aanpassing van de Maxwell theorie aan de spe
iale relativiteitstheorie betekent niet datze veranderd moet worden, maar dat ze in een 4-dimensionale vorm wordt gebra
ht, die deLorentz invariantie onmiddelijk zi
htbaar maakt. We hebben in hoofdstuk 7 opgemerkt dater naast ve
toren ook tensoren zijn. In de 4-dimensionale Minkowski ruimte is een Lorentz4-tensor een grootheid die bestaat uit 16 getallen. Deze getallen, de 
omponenten van de4-tensor, moeten bij overgang naar een ander inertiaal systeem getransformeerd worden opeen manier die wat ingewikkelder is dan wat we kennen van 4-ve
toren, maar die to
h ookweer bepaald wordt door de bij de overgang behorende Lorentz transformatie.De kra
ht die een geladen deeltje met ele
tris
he lading q ondervindt in een ele
tris
h enmagnetis
h veld wordt bes
hreven door de Lorentz kra
ht. In zg. Gaussis
he (
gs) eenheden,~F = q( ~E + ~v � ~B=
): (8.36)(Voor SI (mks) eenheden, vervang overal in deze paragraaf ~B door 
 ~B.) Het uitwendigprodu
t, ~a � ~b, van twee 3-dimensionale ve
toren ~a en ~b is een 3-dimensionale ve
tor met
omponenten gegeven door (~a�~b)1 = a2b3 � a3b2;(~a�~b)2 = a3b1 � a1b3;(~a�~b)3 = a1b2 � a2b1: (8.37)Het is opmerkelijk dat in ieder stelsel ~F gegeven wordt door verg. (8.36). Dit betekent dathet ele
tromagnetis
he veld zi
h op een h�e�el spe
iale manier onder Lorentz transformatiesgedraagt. In prin
ipe kunnen we dat a
eiden uit de transfromatie van de kra
ht. Pas laterin de studie kan volledig re
ht gedaan worden aan de formulering van het ele
tromagnetis
heveld, we zullen hier volstaan met een korte bespreking.De 
entrale grootheid in de Minkowski formulering van de Maxwell theorie is de z.g.ele
tromagnetis
he veldtensor. Deze wordt gewoonlijk aangeduid als F�� . De indi
es � en66



� doorlopen ieder apart de gebruikelijke waarden 0, 1, 2 en 3. Deze veldtensor is antisym-metris
h in � en �, en heeft daarom maar zes onafhankelijke 
omponenten. Dit zijn pre
iesde drie 
omponenten van ~E(~x; t) plus de drie 
omponenten van ~B(~x; t).F01 = �F10 = E1; F12 = �F21 = B3;F02 = �F20 = E2; F23 = �F32 = B1;F03 = �F30 = E3; F31 = �F13 = B2: (8.38)Op deze manier vormen twee 3-dimensionale grootheden �e�en 4-dimensionale grootheid. Hettransformatiegedrag van deze ene grootheid onder Lorentz transformaties is aanzienlijk een-voudiger dan dat van de twee afzonderlijke 3-dimensionale grootheden.F 0�� = 3X�;�=0L��L��F��: (8.39)Bovendien zien de Maxwell vergelijkingen er in termen van deze tensor veel eenvoudiger uit(P3�=0 �F��=�x� = 0). We besluiten door op te merken dat de bewegingsvergelijking t.g.v.de Lorentz kra
ht eenvoudig ges
hreven kan worden alsdp�d� = �q
 3X�=0F�� dx�d� : (8.40)(Probeer zelf na te gaan dat dit inderdaad het juiste resultaat geeft.)Tenslotte bespreken we nog kort het geval van de beweging van een geladen deeltje ineen 
onstant magnetis
h veld. Welli
ht weet U nog van de middelbare s
hool dat volgensde Newtonse me
hani
a het geladen deeltje een 
irkel- of spiraalbeweging uitvoert met eenhoekfrequentie gegeven door ! = qB=(m
), de zg. Larmor frequentie. We laten eerst ziendat de grootte van de snelheid 
onstant is. Daartoe is het voldoende aan te tonen dat E
onstant is (immers ~v � ~v = 
2(1� (m
2=E)2)). Met verg. (8.28) volgtdE=dt = ~v � ~F = ~v � q(~v � ~B)=
 = 0: (8.41)Immers de Lorentz kra
ht in een magnetis
h veld staat loodre
ht op de snelheid (denk aande kurketrekkerregel), zoals ook eenvoudig uit een expli
iete berekening volgt. (Ga na!) Ditbetekent dat we de bewegingsvergelijking kunnen s
hrijven alsd~pdt = m(v)d~vdt = q~v � ~B=
; (8.42)hetgeen pre
ies de niet-relativistis
he bewegingsvergelijking is, met de massa m vervangendoor m(v), hier te bes
houwen als een 
onstante. Voor de 
irkelfrequentie vinden we daarom! = qB=(m(v)
) = qB=(m
(v)
); (8.43)hetgeen de relativistis
he Larmor frequentie is.Opgave 23:Kies het magneet veld langs de z-as en laat zien dat vz(t) = 0, als vz(0) = 0 (m.a.w. dat hetdeeltje in �e�en vlak loodre
ht op het magnetis
h veld beweegt). Laat ook zien dat de baanvan het deeltje een 
irkel volgt. Bewijs de formule voor de 
irkelfrequentie, verg. (8.43), enbepaal de straal van deze 
irkel. Wat is de baan van het deeltje als vz(0) 6= 0?67



We vatten nog even de resultaten aangaande de relativistis
he kra
ht samen:Uit de eis dat de wet van Newton in het ruststelsel geldig is volgt dp=d� = K; waarbijK0 = ~v � ~K=
 en ~K = 
(v)~F , zodat d~p=dt = ~F .Voor een geladen deeltje met een ele
tris
he lading q in een ele
tromagnetis
h veld wordtde Lorentz kra
ht in ieder stelsel gegeven door ~F = q( ~E + ~v � ~B=
).
EINDE
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Extra opgaven ter oefening van de stof.1. Gegeven twee inertiaalsystemen S en S 0, met ruimte-tijd 
oordinaten (x; y; z; t) en(x0; y0; z0; t0). Het stelsel S 0 beweegt t.o.v. het stelsel S met een 
onstante snelheid uin de positieve y ri
hting. We veronderstellen daarbij niet dat de oorsprong van S 0samenvalt met de oorsprong van S; de oorsprong van S 0 heeft t.o.v. S de 
oordinatenx = x0, y = y0, z = z0 en t = t0.a. Geef de transformatie formules van S naar S 0 en van S 0 naar S.b. Bes
houw vervolgens een puntdeeltje dat zi
h t.o.v. van S beweegt volgens deformulesx(t) = vxt + bx;y(t) = vyt + by;z(t) = vzt + bz;i. Wat zijn de formules van deze beweging t.o.v. S 0?ii. Druk de nieuwe snelheids
omponenten v0x, v0y en v0z uit in vx, vy, vz en 
.iii. Neem nu vx = vz = 0, en ga na dat het resultaat voor v0y in overeenstemmingis met de transformatieformule (4.23) voor de snelheid in de syllabus.2. We bevinden ons in een inertiaalstelsel S, met ruimte-tijd 
oordinaten (x; y; z; t). Eenstaaf beweegt zi
h in zijn lengte ri
hting langs de x-as, met 
onstante positieve snelheidv. De in S gemeten lengte noemen we `. Er is een tweede inertiaalstelsel S 0, met
o�ordinaten (x0; y0; z0; t0), dat zi
h met een snelheid u in de x-ri
hting beweegt.a. Wat is de snelheid v0 van de staaf, zoals gemeten in S 0?b. Wat is de lengte `0 van de staaf, zoals gemeten in S 0?
. Voor welke waarden van u is `0 kleiner dan `, groter dan `, gelijk aan `? Voorwelke waarden van u heeft `0 een minimum of een maximum? Teken de gra�ekvan `0=` als fun
tie van u, voor vaste v. Wat zou men de \eigen lengte" van destaaf kunnen noemen?3. We bevinden ons in een inertiaalstelsel S, met ruimte-tijd 
o�ordinaten (x; y; z; t) engaan van daaruit over op een inertiaalstelsel S 0, met 
o�ordinaten (x0; y0; z0; t0), dat zi
ht.o.v. S in de x-ri
hting beweegt met een snelheid ux. Vervolgens gaan we vanuit S 0over naar een derde inertiaalstelsel S", met (x"; y"; z"; t"), dat zi
h t.o.v. S 0 in dey0-ri
hting beweegt met een snelheid u0y.a. Bereken de transformatie van S naar S".b. Bereken de snelheid (~ux; ~uy; ~uz) van een vast punt van S", met 
o�ordinaten x" = a,y" = b, z" = 
, t.o.v. S.
. De transformatie S ! S 0 noemen we een standaard Lorentz transformatie inde x-ri
hting, die van S 0 naar S" een standaard Lorentz transformatie in de y0-ri
hting. Is de samengestelde transformatie S ! S" weer een standaard Lorentztransformatie in �e�en of andere ri
hting, bijvoorbeeld in de ri
hting van de onder69



(b) gevonden snelheid (~ux; ~uy; ~uz)? Vergelijk voor de beantwoording van dezevraag de onder (a) gevonden formules met de algemene formules (4.41) in desyllabus. Zie ook opgave 14 van de syllabus.4. Een Lorentz 4-ve
tor heeft in het inertiaalstelsel S de 
omponenten a0 = a1 = 2,a2 = 0, a3 = 1 (in kg:m=s).a. Is dit een tijda
htige, li
hta
htige of ruimtea
htige 4-ve
tor? Geef de zeer een-voudige korte berekening die tot het antwoord op deze vraag leidt. Kan deze4-ve
tor de energie-impuls ve
tor van een bewegend deeltje met massa m > 0zijn? Zo ja, bereken deze massa.b. We gaan over naar een nieuw inertiaalstelsel S 0 dat zi
h t.o.v. van S beweegtmet een snelheid u in de positieve x-ri
hting. Bereken (a00; a01; a02; a03) in dit nieuwestelsel. Is de 4-ve
tor nu tijda
htig, li
hta
htig of ruimtea
htig? Geef het antwoorddoor een dire
te berekening als bij (a) �en door gebruik te maken van algemeneargumenten.5. Een ruimtes
hip, met aan boord Kirk en Spo
k, beweegt zi
h re
htlijnig met een 
on-stante snelheid v > 0 in de x-ri
hting van ons intertiaalstelsel S. Op het tijdstip t = t0,als het ruimtes
hip zi
h op de plaats x = x0, y = y0, z = z0 bevindt, stapt Spo
k ineen ruimtependel en vertrekt met een 
onstante snelheid vP , veel groter dan v, in dex-ri
hting naar een verafgelegen ster, welke we in ons inertiaalstelsel als vast zullenbes
houwen. Op t = t0 is de door ons gemeten afstand tussen ruimtes
hip en ster d.Spo
k komt op t = t1 bij deze ster aan, doet snel (neem aan instantaan) enkele waarne-mingen (helaas geen planeet van M -
lass) en gaat met de zelfde snelheid terug. Hijbereikt het moeders
hip op het tijdstip t = t2, om verslag te doen aan Kirk die a
hterwas gebleven, en rustig met 
onstante snelheid v zijn s
hip op koers heeft gehouden.a. Druk t2 en de plaats van ontmoeting, x = x2, uit in de gegeven groothedenx0; t0; v; vP en d. Bij dit alles spelen de ruimtelijke 
o�ordinaten y en z geenrol. We kunnen daarom de bes
hrijving van de gebeurtenissen verhelderen doorgebruik te maken van een twee dimensionaal ruimte-tijd plaatje in het (x; t) vlak.Teken zo'n plaatje.b. Kirk en Spo
k hebben allebei een atoomklok bij zi
h die voor ieder de eigentijdaangeeft en die bij het vertrek van Spo
k met elkaar gesyn
hroniseerd worden.Wat zijn de eigentijden die Kirk en Spo
k bij terugkomst van Spo
k a
ezen?Wat is de verhouding ��(Spo
k)=��(Kirk) van de gedurende de reis verlopentijdsintervallen (t0, t1 en t2, zijnde de spe
i�eke gebeurtenissen van vertrek, kerenbij de ster en terugkomst). Wie van Kirk of Spo
k is bij de terugkomst ouder?6. Een deeltje met een massa m1 bevindt zi
h in rust; een tweede deeltje met massam2 beweegt zi
h met een snelheid ~v = (v; 0; 0), en botst op het eerste deeltje. Weveronderstellen v en uiteraard m1 en m2 positief. Tengevolge van deze botsing wordende twee deeltjes geannihileerd en wordt er �e�en nieuw deeltje ge
re�eerd, met massa m0en met snelheid ~v 0. 70



a. Stel de balans op voor de 
omponenten van de totale relativistis
he impuls enenergie, v�o�or en na de botsing.b. Laat hiermee zien dat v02 = v03 = 0.
. Druk v0 = v01 uit in v, m1 en m2.d. Wanneer hangt v0 niet af van de massa's m1 en m2?7. Doppler-e�e
t voor radar.a. Langs een snelweg staat radar-apparatuur voor snelheids
ontrole. Een uitgezon-den signaal heeft een frequentie van 2400 MHz, de e
ho van een naderende autoblijkt 600 Hz vers
hoven te zijn. Hoe groot was de snelheid van de auto in km/uur?Had de e
ho een hogere of lagere frequentie dan het uitgezonden signaal?b. Een ruimtes
hip nadert een planeet met een 
onstante snelheid ter grootte van
=11 en stuurt een radarsignaal van 2500 MHZ uit. Welke frequentie heeft dee
ho voor de planeet-bewoner en welke voor het ruimtes
hip?8. Uit een hoge-energie versneller komt een bundel �-mesonen, waarvan de intensiteit totde helft gedaald is op 37m vanaf het trefplaatje waar zij gevormd zijn. Neem aandat alle mesonen een snelheid van 0; 99
 hadden. De halveringstijd van een stilstaand�-meson is 1; 78� 10�8s.a. Kontroleer de afstand van 37m door deze met de tijdsdilatatie te berekenen.b. Doe hetzelfde uitgaande van de Lorentz 
ontra
tie.9. We bes
houwen inertiaalstelsels S en S 0 die t.o.v. elkaar in de x-ri
hting bewegen meteen snelheid v.a. Een waarnemer in het stelsel S 0 passeert een klok in S op x = 1m van de oor-sprong. Syn
hronisatie van de klokken heeft als gewoonlijk plaats als de oorsprongvan de twee stelsels met elkaar samenvallen. Wat wijzen de klok in S (op x = 1m)en de eigen klok van S 0 (op x0 = 0) dan aan als 
(v) = 5=4?b. Gegeven is dat 
(v) = 2. Als de eigen klok van S (in x = 0) op 10 minuten staatkijkt een waarnemer in S op dezelfde plaats (x = 0) door een teles
oop naar deklok van S 0 (in x0 = 0). Welke tijd leest de waarnemer af op deze klok?10. Een deeltje met snelheid 0; 6
 in het laboratorium emitteert een ele
tron, dat in hetruststelsel van het oorspronkelijke deeltje een snelheid 0; 75
 heeft. Bereken de snelheidvan het ele
tron in het laboratoriuma. als het in voorwaartse ri
hting wordt waargenomen.b. als het loodre
ht in het ruststelsel van het oorspronkelijke deeltje wordt uitgezon-den.
. als het loodre
ht op de bewegingsri
hting van het oorspronkelijke deeltje in hetlaboratorium wordt waargenomen.71



11. We bes
houwen twee ruimte-tijd voorvallen met 
o�ordinatenI : (x; y; z; t) = (0; 3m; 0; 5m; 0m; 2� 10�9s);II : (x; y; z; t) = (0; 4m; 0; 7m; 0m; 3� 10�9s):a. Kan II veroorzaakt zijn door I (of omgekeerd)?b. Is er een stelsel S 0 waarin I en II gelijktijdig zijn? Zo ja, spe
i�
eer dat stelsel envindt de afstand tussen I en II in dat stelsel.
. Is er een stelsel S" waarin I en II gelijke ruimtelijke posities hebben? Zo ja,spe
i�
eer dat stelsel en vindt de tijd die verstreken is tussen I en II in dat stelsel.d. Beantwoord dezelfde vragen voor twee gebeurtenissenI : (x; y; z; t) = (0; 7m; 0; 5m; 0m; 5� 10�9s);II : (x; y; z; t) = (0; 4m; 0; 6m; 0m; 4� 10�9s):12. Vaak is niet de snelheid maar wel de kinetis
he energie (T ) van een deeltje bekend, bijv.bij een versneller waar we weten hoeveel energie we aan het deeltje hebben meegegeventijdens het pro
es van versnelling. Als mogelijk 
riterium om te bepalen of men hetdeeltje relativistis
h moet behandelen kan dienen de waarde van (Trel � Tklas)=Tklas.a. Stel dat deze 
orre
tie 1% mag bedragen om nog als klassiek te mogen wordenbes
houwd. Hoe groot mag dan T=E0, waarin E0 de rustenergie is, ongeveer zijn?b. Hoe groot is v=
 bij die grens?
. Rustmassa's van elementaire deeltjes worden vaak in ele
tron-Volts (eV) uitge-drukt. Een eV is de energie die een ele
tron krijgt bij het doorlopen van het po-tentiaalvers
hil van 1 Volt. De rustmassa wordt dus verkregen door deze energiedoor 
2 te delen. Daarom is de massa van het ele
tron 511 keV=
2 en de massavan het proton 938 MeV=
2 (hier staan uiteraard keV voor kilo-ele
tron-Volt enMeV voor Mega-ele
tron-Volt), maar vaak wordt de 
2 weggelaten. Bereken detoegestane kinetis
he energie T voor ele
tron en proton in eV, gebaseerd op het1% 
riterium.13. Bij botsingsreakties geldt wel behoud van energie, maar niet behoud van massa (rusten-ergie). Zie bijv. opgave 21 van de syllabus.a. Een deeltje met rustmassa m en kinetis
he energie 2m
2 botst met een stilstaanddeeltje met rustmassa 2m. Na de botsing gaan de twee deeltjes als �e�en nieuwdeeltje verder. Bereken de rustmassa en de snelheid van dit nieuwe deeltje.b. Een foton met een energie E wordt geabsorbeerd door een stilstaand deeltje metrustmassa m. Welke snelheid krijgt het deeltje?14. We hebben voor de test van het transversale Doppler-e�e
t het M�ossbauer prin
ipegenoemd en het prin
ipe van resonante absorbtie. We zullen dat hier eens iets naderbekijken om er wat meer inzi
ht in te krijgen.a. Een deeltje, in rust in het laboratorium, verkeert in een aangeslagen toestand,waarin het een rustenergie E 00 heeft. Het kan door het uitzenden van een foton72



overgaan in een toestand met rustenergie E0. De rustenergie neemt dus af met�E0 = E 00 � E0. De energie van het foton (h�1) zal iets kleiner dan �E0 zijn.Verklaar dit! Leid af dat h�1 = �E0(1� �E02E 00 )en maak een s
hatting voor �E0=(2E 00) voor het geval dat het om zi
htbaar li
hten om gammastraling gaat.b. Omgekeerd bes
houwen we een rustend deeltje met energie E0, dat door absorbtievan een foton met frequentie �2 overgaat naar een aangeslagen toestand metrustenergie E 00. Nu zal h�2 iets groter moeten zijn dan �E0. Verklaar ook dit!Leid af dat h�2 = �E0(1 + �E02E0 )
. Als we twee atomen van dezelfde soort hebben, bijv. natrium atomen, waarvan ereen zi
h in de eerste aangeslagen toestand bevindt, kan het atoom dat zi
h in degrondtoestand bevindt dan het foton absorberen dat door het aangeslagen atoomwordt uitgezonden (zoiets heet resonante absorbtie)? (Uit de quatumme
hani
avolgt dat de vers
hillende aangeslagen toestanden - zolang er nog geen ionisatieheeft plaatsgevonden - sle
hts heel bepaalde, voor het atoom spe
i�eke, dis
reteenergiewaarden kan aannemen.) Als we op de onderdelen (a) en (b) afgaan zouhet antwoord op deze vraag nee zijn, omdat de fotonenerie met een fa
tor (1 ��E0=(2E 00))=(1 + �E0=(2E0)) � 1� �E0=E0 te klein zou zijn om geabsorbeerdte kunnen worden. Dit zou betekenen dat materie transparant zou zijn voor zijneigen straling! Noem zoveel mogelijk redenen waarom i.h.b. voor een gas, zoalsbij de zon, resonante absorptie wel degelijk kan optreden.d. Waarom is resonante absorptie wel mogelijk bij het M�ossbauer e�e
t, en wat is devoorwaarde die daarbij aan de emissie moet worden gesteld. Waarom willen webij de test van het transversale Doppler-e�e
t niet dat de emissie plaatsvindt bijpre
ies dezelfde energie als de absorptie? Bereken de omloopsnelheid die nodig isom de vers
huiving van de frequentie van gammastralen van 412 keV (uitgezondendoor 198Hg), tengevolge van de terugstoot bij emissie te 
ompenseren door hettransversale Doppler-e�e
t.15. Bereken de bindingsenergie in MeV van een koolstofatoom 12C uit het feit dat perde�nitie de massa van het koolstofatoom 12 atomaire massa eenheden is, terwijl demassa van een waterstof atoom en een neutron respe
tievelijk 1,007825 en 1,008665atomaire massa eenheden bedraagt. Een atomaire massa eenheid is 1; 66053�10�27kg.Waarom is dit niet gelijk aan de massa van het proton, zoals gegeven in opgave 12hierboven (gebruik dat 
 = 2; 997925� 108m=s en e = 1; 60219� 10�19C). Vergelijkhet antwoord voor de bindingsenergie met de rustenergie van een ele
tron, eveneensgegeven in opgave 12. Welke fout maken we door onze berekening te baseren opneutrale koolstof en waterstof atomen? Geef een ruwe s
hatting van deze fout.
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